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Kapitel 1

Information aus
Zufallsstichproben

1.1 Grundgesamtheit und Zufallsstichprobe

STICHPROBE
|

Induktiver Schluss

POPULATION

A

Abbildung 1.1: Induktiver Schluss

Bei einer klaren Abgrenzung einer Grundgesamtheit und eines statistischen
Merkmals Y, das fiir jedes Element der Grundgesamtheit einen bestimmten
Wert (reelle Zahl) annimmt, steht die Haufigkeitsverteilung der Merkmals-
werte in der Grundgesamtheit (kurz: die Verteilung der Grundgesamtheit)
prinzipiell fest. Es bedarf aber einer vollstdndigen Erhebung der Merkmals-
werte aller Elemente der Grundgesamtheit, um diese Verteilung wirklich ex-
akt kennen zu lernen. Eine vollstdndige Erhebung ist héufig, zumindest bei
einem begrenzten Budget, nicht durchfiihrbar. Stattdessen wird versucht, aus
einer Stichprobe, die aus der Grundgesamtheit gezogen wird, auf die Vertei-
lung der Grundgesamtheit zu schliefen und dabei auch die Grofle des Fehlers,
mit dem zu rechnen ist, zu charakterisieren. Die Konstruktion und Analyse
geeigneter Schlussverfahren ist der Gegenstand der induktiven Statistik
(synonym: schlieBende Statistik, Inferenz-Statistik).

Im Unterschied zur mathematischen Deduktion - der Ableitung eines Satzes
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mit logischen Schliissen aus bestimmten Voraussetzungen - geht es bei der
induktiven Statistik um einen Schluss von dem Stichprobenergebnis
(also einem Teil der Grundgesamtheit) auf die Verteilung der Grundge-
samtheit (also auf das Ganze). Oft ist man auch nicht an der gesamten
Information iiber die Verteilung der Grundgesamtheit, sondern nur an ein-
zelnen Parametern der Verteilung der Grundgesamtheit interessiert.

Die induktive Statistik hat nicht nur die Verteilung eines Merkmals Y in
einer konkret vorhandenen, abgegrenzten Grundgesamtheit von Merkmals-
tragern im Auge. Stattdessen kann auch die Annahme einer bestimmten,
aber nicht (vollstdndig) bekannten, stochastischen GesetzméBigkeit den
Ausgangspunkt einer Stichprobenuntersuchung bilden (Beispiele: Anzahl Yg
der bei einer Versicherung pro Woche gemeldeten Schadensfille, Wartezeit
Y zwischen dem Eingang von Auftrégen). Die unbekannten Verteilungen
von Yg und Yy werden in solchen Féllen wieder als Verteilung der Grund-
gesamtheit betrachtet, fiir die aus einer Stichprobe Schliisse gezogen wer-
den. In den beiden genannten Beispielen liegt es nahe, fiir die Verteilung
der Grundgesamtheit eine parametrische Verteilungsannahme zu tref-
fen, etwa mit der Annahme, dass die Anzahl Yy der gemeldeten Schadensfille
einer Poissonverteilung mit einem bestimmten (unbekannten) Verteilungspa-
rameter \g folgt, die Wartezeit Yy, zwischen zwei Auftragseingéngen einer
Exponentialverteilung mit einem Parameter Ay,. In einer solchen Situati-
on liegt der Stichprobenuntersuchung also die Annahme zugrunde, dass die
Beobachtungswerte als Realisierungen einer Zufallsvariablen mit einer Ver-
teilung aus einer bestimmten parametrischen Familie von Verteilungen (z.B.
Normalverteilung, Exponentialverteilung, Poissonverteilung, Bernoullivertei-
lung) betrachtet werden konnen. Die Stichprobeninformation soll dann ge-
nutzt werden, um eine Aussage iiber die speziellen Parameterwerte der Ver-
teilung zu machen.

Beispiele fiir Parameter der Grundgesamtheit

¢ Einkommensstichprobe
i Mittleres Einkommen i. d. Grundges. } endliche

o0?  Varianz d. Einkommens i. d. Grundges. Grundgesamtheit

e Verpackungsmaschine: Normalverteiltes Fiillgewicht von ab-
gepackten Nudeln
(i, 0%) Parameter der Normalverteilung des Fiillgewichts

e Qualitiatskontrolle: Gut/Schlecht-Priifung, Bernoulli-Verteilung
p  Ausschussanteil bei einem Produktionsprozess,
Trefferwahrscheinlichkeit
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Man beachte, dass eine parametrische Verteilungsannahme auch selbst
wieder zum Gegenstand einer statistischen Untersuchung gemacht werden
kann und dann bei entsprechendem Stichprobenergebnis gegebenenfalls ver-
worfen werden kann.

1.2 Zufallsstichproben, Stichprobenraum und
Stichprobenfunktionen

1.2.1 Verteilung der Stichprobenvariablen

Begrifflich ist zu unterscheiden zwischen der Verteilung der Grundgesamtheit
(wir sagen: der Verteilung von Y') und der Verteilung der Zufallsvariablen
X, die durch einen Stichprobenzug definiert wird. Wenn man z.B. bei der
Auswahl eines Haushalts fiir eine Einkommensstichprobe dem Interviewer
gestattet, den Haushalt aus seinem Freundeskreis auszuwéhlen, wird sich die
Verteilung der Stichprobenvariablen X von der Verteilung von Y (also der
Grundgesamtheit) unterscheiden. Wir betrachten aber nur solche Stichpro-
ben, bei denen die Verteilung der Stichprobenvariablen X mit der Verteilung
von Y iibereinstimmt. Solche Stichproben werden als Zufallsstichproben
bezeichnet.

Bei einer endlichen Grundgesamtheit kann die reine Zufallsauswahl eines
Elements in der Praxis unter Verwendung von Zufallszahlentabellen oder der
Erzeugung von gleichverteilten (Pseudo-)Zufallszahlen mit einem Computer
realisiert werden (z.B. wird jedem Element eine Zufallszahl zugeordnet und
dann das Element mit der kleinsten Zufallszahl ausgewihlt). Wenn man
dagegen z.B. eine Stichprobe aus einem fortlaufenden Prozess entnimmt, ist
die Ubereinstimmung der Verteilung der Stichprobenvariablen X mit der
Verteilung der Grundgesamtheit ein Teil der Annahme.

Eine Zufallsstichprobe vom Umfang n, bei der die n Stichprobenvaria-
blen X1, ..., X, unabhéngig und jeweils identisch mit der Grundgesamtheit
verteilt sind, heifit einfache Zufallsstichprobe vom Umfang n. Wir be-
schranken uns auf die Betrachtung von einfachen Zufallsstichproben.

1.2.2 Stichprobenraum und Stichprobenfunktionen

Die Realisierung der n Werte einer Stichprobe vom Umfang n, also (x1, ... x,),
wird als Stichprobenergebnis bezeichnet. Die Menge aller moglichen Stich-
probenergebnisse heifit Stichprobenraum. Eine Stichprobenfunktion oder
Statistik ist eine Funktion von Stichprobenvariablen X, ..., X,,, deren Wer-
te bzw. Realisierungen vollstdndig durch das Stichprobenergebnis (z1, ... z;)
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nummerisch bestimmt sind. So ist z.B. die Funktion
1

nur dann eine Stichprobenfunktion, wenn der Erwartungswert p der Grund-
gesamtheit bekannt ist. Sonst betrachten wir diese Funktion nicht als eine
Stichprobenfunktion, da sie vom unbekannten Parameter 1 abhéngig ist und
somit der realisierte Wert nicht aus dem Stichprobenergebnis berechnet wer-
den kann. Dagegen ist

¢ - Loy, -xp

n—1%

eine Stichprobenfunktion.

Man beachte, dass eine Stichprobenfunktion als Funktion von Zufallsvaria-
blen auch selbst eine Zufallsvariable ist. Die Verteilung einer Stichproben-
funktion (und insbesondere deren Erwartungswert und Varianz) sind von
Interesse und klar zu unterscheiden von der Verteilung der Grundgesamtheit
(und deren Erwartungswert und Varianz).

Beispiele fiir Stichprobenfunktionen:

Stichprobenfunktion | Stichproben | Realisierung
. 1 ] 1
X=-> X - Mittel r==> 1
n < n <
S? = ! Y (Xi—X)?| - Varianz |s®= ! > (x; — 2)°
n—1"" n—1""
.1 . .1
p:—ZXi - Anteil p:—in
n < n s

Im letzten Fall wird eine Grundgesamtheit mit Bernoulli-Verteilung unter-
stellt, d.h. P(Y =1) =p, P(Y =0) = 1 — p, d.h. das Stichprobenmittel ist
hier dasselbe wie der Stichprobenanteil der Treffer.

Stichprobenfunktionen werden vor allem verwendet zur

e Schétzung von Parametern der Grundgesamtheit (,,Schitzfunktio-
nen”)

e Entscheidung iiber Ablehnung oder Annahme von Hypothesen iiber die
Verteilung der Grundgesamtheit (,, Teststatistiken”)



Kapitel 2

Parameterpunktschitzung

In diesem Kapitel geht es um Stichprobenfunktionen, deren Realisierung bei
einem gegebenen Stichprobenergebnis als Schétzwert fiir einen Verteilungs-
parameter der Grundgesamtheit verwendet werden sollen. Im ersten Ab-
schnitt betrachten wir zwei verschiedene Konstruktionsprinzipien fiir Schétz-
funktionen, die Methode der Momente und die Maximum-Likelihood-
Methode. Anschlielend definieren wir Eigenschaften von Schéitzfunktionen
(Erwartungstreue, Effizienz und Konsistenz), die wir als Mafistabe zur
Beurteilung von Schétzfunktionen verwenden kénnen. Im dritten Abschnitt
gehen wir dann noch einmal speziell auf die Verteilung von Schéatzfunktionen
fiir den Mittelwert p , eines Anteilswerts bzw. einer Trefferwahrscheinlichkeit
p und der Varianz o2 der Grundgesamtheit ein.

2.1 Konstruktion von Schiatzfunktionen

Die beiden Konstruktionsprinzipien fiir Schiatzfunktionen basieren auf einer
Zusammenfiihrung von theoretischer Information (einer Verteilungsannah-
me) und empirischer Information (Daten aus einer einfachen Zufallsstichpro-
be):

(1) Die parametrische Verteilungsannahme legt fest, dass die Verteilung des
untersuchten Merkmals Y in der Grundgesamtheit zu einer bestimmten
parametrischen Verteilungsfamilie gehort. Die Angemessenheit des spe-
ziellen parametrischen Verteilungsmodells wird man in der Regel aus
dem Sachzusammenhang begriinden. Formal wird mit der parametri-
schen Verteilungsannahme eine Klasse von moglichen Verteilungsfunk-
tionen Fy (-; 61, ...,0k) festgelegt; mit © bezeichnen wir diejenige Teil-
menge des IR™, die die zuliissigen Parametervektoren 6 = (01,...,0K)
enthélt. Die Menge © wird als Parameterraum bezeichnet.

>
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(2) Die empirische Information wird durch eine einfache Zufallsstichprobe
zu der Variablen Y vom Umfang n, (Xi,...,X,), mit dem Stichpro-
benergebnis (x1, ..., z,) geliefert.

Bei gegebener Verteilungsannahme sollen aus der Stichprobe Schéatzwerte

fiir die unbekannten, wahren Parameter 6y, ..., 0k bestimmt werden. Mit
den geschitzten Parametern 01, ..., 0k ist dann die ganze Verteilung von Y
geschétzt.

2.1.1 Methode der Momente

Man bezeichnet den Erwartungswert E(Y*) als das k-te Moment der Zu-
fallsvariablen Y, wobei fiir diskrete bzw. stetige Zufallsvariablen Y gilt:

EY szyl bzw. E Yk /ykfy

Wir nehmen an, dass dieser Erwartungswert durch die Summe (fiir diskrete
Zufallsvariable) bzw. durch das Integral (fiir stetige Zufallsvariable) endlich
und eindeutig definiert ist. (Es gibt Verteilungen, fiir die das nicht gilt.)
Wenn die Verteilung von Y zu einem parametrischen Verteilungstyp mit K
Parametern 0y, . .., 0 gehort, dann sind die K Momente E(Y?),..., E(YE)
abhéngig von den Parametern 6, ... 0. Die Schéitzung nach der Methode
der Momente erfolgt so:

1. Die Parameter 64, ...,0 werden dargestellt als Funktionen der Mo-
mente E(Y?),..., E(YK),

0= ge(EY"),...,E(Y®),k=1,...,K.
2. Die Schatzfunktionen werden gebildet, indem die theoretischen Mo-

mente E(Y*) durch die entsprechenden Stichprobenmomente
XF =131 XF ersetzt werden,

0, = gu(XT,... , XE) k=1,... K.

Beispiele

(1) Y ist B(1;p)—verteilt, 0 < p < 1 (Dichotome Grundgesamtheit, An-
teilsschétzung).

(1.1) p= E(Y)
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(1.2) p = X (Stichprobenanteil der Treffer)
(2) Y ist poissonverteilt mit dem Parameter A\, A € IR".

(2.1) A= E(Y)

(22) A=X

3) Y ist normalverteilt N(u,o?), p € IR und o2 € IR"
( { [t

(3.1) u=E(Y)
o = E(Y?) - [E(Y)]?
(32) p=X
UAQ:F_XQ:% LT - (n 71X>2:% ?:1(Xi—)?)2

(4) Y ist stetig gleichverteilt {iber dem Intervall [a,b], a,b € IR,a < b

(4.1) E(Y) = o
B(Y?) ~ [E(Y)]2 = Var(y) = 722

12

Die Auflésung dieser beiden Gleichungen nach a und b ergibt unter
Beriicksichtigung von a < b:

=E<Y> V3(E(Y?) = [E(Y)])

= E(Y) +/3(E(Y?) — [E(Y)]?)
(42)@:)’(—«/( — X2)

b= X +/3(X? — X2?)

2.1.2 Maximum Likelihood Schitzung
Einfiihrendes Beispiel: Anteilsschéitzung

Betrachte eine dichotome Grundgesamtheit, fiir die der Anteilswert (bzw. die
Trefferwahrscheinlichkeit) p geschétzt werden soll. Die Verteilung der Grund-
gesamtheit ist also die Verteilung der Indikatorvariablen Y mit Py (Y = 1) =
pund Py(Y =0) =1—p, d.h.Y ~ B(1;p). Der Parametervektor # hat also
nur eine Komponente, § = p, der Parameterraum © der zulédssigen Werte
fiir p ist das Intervall [0;1]. (X4,..., X1o) sei eine einfache Zufallsstichprobe
zu'Y ~ B(1;p) und das Stichprobenergebnis sei (1,0,0,0,1,0,0,1,0,0). Die
Wahrscheinlichkeit fiir das beobachtete Stichprobenergebnis ist von der un-
bekannten Trefferwahrscheinlichkeit p abhéngig. Wegen der Unabhéngigkeit
der Stichprobenvariablen Xy,..., X, ist
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P((X17X27' - 7X10) = (17070707 17070717070) ‘ p)
= Py(X1=1[p) - Pr(Xo =0lp) - ... - Pr(X1o=0p) = p’(1-p)".

Es ist nicht moglich, aus der Stichprobe mit Sicherheit zu schlieffen, wie grof3
der wahre Anteil p in der Grundgesamtheit ist. Das beobachtete Stichproben-
ergebnis ist bei jedem Anteilswert p, 0 < p < 1 moglich. Die Maximum-
Likelihood-Methode (Abkiirzung: ML-Methode, ML-Schitzung) wihlt
denjenigen Parameterwert als Schétzwert p aus, bei dem die Wahrscheinlich-
keit fiir das beobachtete Stichprobenergebnis am grofiten ist.

Die Funktion, die jedem Parameterwert p die Wahrscheinlichkeit fiir das be-
obachtete Stichprobenergebnis zuordnet, wird als Likelihoodfunktion
L(p) bezeichnet,

L:[0,1] — IR, L(p) = p*(1 —p)". (2.1)

Fiir den Maximum-Likelihood-Schéatzwert p muss also gelten:

L(p) = max{L(p);0 < p < 1}. In den Randpunkten 0 und 1 ist L(p) gleich
Null und fiir 0 < p < 1 ist L(p) > 0. Das Maximum liegt also nicht in
einem Randpunkt. Die notwendige Bedingung fiir ein relatives Maximum in
p,0<p<list L'(p) =0,

L'(p)=3p*(1—p)" = 1p°(1—p)° =p*(1 —p)°’(3—10p) =0,  (2.2)

woraus mit 0 < p < 1 folgt p = 0.3. In p = 0.3 ist die zweite Ableitung der
Likelihoodfunktion negativ, d.h. L nimmt in p = 0.3 das Maximum an.

Da die Likelihoodfunktion L durch das Stichprobenergebnis (z1,...,z,)
festgelegt wird (im betrachteten Beispiel dadurch, dass in n = 10 Stichpro-
benziigen genau 3 Treffer realisiert wurden), wird die Likelihoodfunktion
auch ausfiithrlicher notiert mit L(p;x1,...,x,).

Der Maximum-Likelihood-Schéatzwert p kann oftmals rechnerisch einfa-
cher bestimmt werden, indem man aus der Likelihoodfunktion die Log-
Likelihoodfunktion InL bildet und deren relatives Maximum bestimmt.
Im Beispiel erhélt man die Log-Likelihoodfunktion als

InL :[0,1] — IR, InL(p) = In(p*(1 —p)") =3 In(p) + 7 In(1 — p). (2.3)

Die logarithmische Transformation ist streng monoton, d.h. in dem Maximum-
Likelihood- Schétzwert p wird auch InL(p) maximiert,

InL(p) = max {InL(p)}.
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Die notwendige Bedingung fiir ein relatives Maximum ist

dnL 3 7
=~ - —— =0, 2.4
dp  p 1—p (2.4)

woraus wieder der ML-Schétzwert p = 0.3 folgt (die zweite Ableitung ist
negativ in p = 0.3).
ML-Schitzung bei diskret verteilter Grundgesamtheit

Ausgehend von dem vorangegangen Beispiel betrachten wir allgemeiner die
Maximum-Likelihood- Schitzung in dem Fall einer diskreten Verteilung von
Y, die von einem Parameter 6 abhéngig ist, wobei der Parameterraum O die
Menge der zuldssigen Parameterwerte enthélt.

(1) Verteilungsannahme:
Y ist eine diskrete Zufallsvariable, deren Wahrscheinlichkeitsfunktion
vom Parameterwert 6, 6 € ©, abhéngig ist,

Py (Y = a;|0) = pyp, fiir die méglichen Werte a;, i =1,2,3,...
(2) Einfache Stichprobe:

(X1,...,X,) ist eine einfache Stichprobe zu Y mit dem Stichproben-
ergebnis (z1,...,z,).

(3) Likelihoodfunktion:

(4) Log-Likelihoodfunktion:

InL(0) = InL(6; 21, ...,2,) = > In(Py(X; = z4/0))
i=1

(5) ML-Schitzwert 6: )
Der Maximum-Likelihood-Schétzwert 6 wird ermittelt als diejenige re-
elle Zahl 6§ € ©, die die Likelihoodfunktion maximiert, d.h. fiir die gilt:

L(0) > L(0) fiir alle 6 € ©.
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In den meisten Féllen erhélt man das Maximum als ein relatives
Maximum, d.h. indem man die Likelihoodfunktion oder die Log-
Likelihoodfunktion nach 6 ableitet, die erste Ableitung gleich Null
setzt und nach 6 auflost,

dinL
L'(0)=0bzw. — =0
( ) ZW d@ )
und iiberpriift, dass die zweite Ableitung im relativen Extremum nega-

tiv ist.

Zwei weitere Beispiele zu diskret verteilter Grundgesamtheit
Beispiel: Poissonverteilte Grundgesamtheit
(1) Verteilungsannahme:

)\kz
Py (Y =k|\) = Fe*A, k=0,1,2,3,...

(2) Einfache Stichprobe:
(X1,...,X,) ist eine einfache Stichprobe zu Y mit dem Stichproben-
ergebnis (z1,...,z,).

(3) Likelihoodfunktion:

(4) Log-Likelihoodfunktion:

InL(\) =

ib In(Py (X; = z;|\)) = Zn:(xiln/\ —In(x;!) — N\)

i=1

~

= (zn: z;)In\ — z“: In(z;!) — nA

i=1 =1

(5) ML-Schiitzwert \:

dinL >0, x; B
ax A

woraus sich nach A auflost ergibt:

~ 12
)\:*Zl’i:{f‘7
ni3
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Beispiel: Diskrete Gleichverteilung der natiirlichen Zahlen von 1
bis M

(1) Verteilungsannahme:
Der unbekannte Parameter ist die natiirliche Zahl M, also die gréfite
Zahl, die die Zufallsvariable Y bei einer Realisierung annehmen kann.
Der Parameterrraum ist © = IV.

1
Py(Y = kM) =+ k=1,23,... .M

(2) Einfache Stichprobe:
(X1,...,Xg) ist eine einfache Stichprobe vom Umfang n = 6 zu Y mit
dem Stichprobenergebnis (z1,...,x¢) = (26,3,7,18,31,14).

(3) Likelihoodfunktion:
& 1
L(M) =[] Py(X; = ;| M) = (M)” fiir jedes M > 31.

i=1
Fiir jedes M < 31 ist Py (X5 = 31|M) = 0, also auch L(M) = 0.
(4) Log-Likelihoodfunktion: Nicht erforderlich.

(5) ML-Schitzwert M:
Die Likelihoodfunktion L(M) (und ebenso die Log-Likelihoodfunktion)
nimmt ihr Maximum in M = 31, dem Maximum der Stichprobenwerte,

-----

ML-Schitzung bei stetig verteilter Grundgesamtheit

Die Ubertragung des ML-Schitzprinzips von der Anwendung bei diskreter
Verteilung auf die Anwendung bei stetiger Verteilung geschieht praktisch
einfach dadurch, dass anstelle der Wahrscheinlichkeitsfunktion die Dichte-
funktion von Y verwendet wird.

Gegen die Ubertragung des ML-Prinzips auf den Fall einer Zufallsvariablen
Y, deren stetige Verteilung von einem Parameter 6 abhéngig ist, konnte man
zunéchst einwenden, dass jedes Stichprobenergebnis (z1,...,x,) die Wahr-
scheinlichkeit 0 besitzt, welchen Wert der Parameter 6 auch annimmt. Be-
trachtet man aber anstelle der Punktwahrscheinlichkeit die Wahrscheinlich-
keit

P(acl—%§X1le—i—%,...,xn—%SXnan—i—%\9)

n € €
[[Pi—5 < Xi<zi+3510)

=1
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fiir beliebig kleines € > 0, dann ist dieses Produkt von Intervallwahrschein-
lichkeiten im allgemeinen nicht gleich Null und kann fiir kleines ¢ approxi-
miert werden mit dem Produkt

[Tefy(@ilo) =" ] fr(xil0).
=1 i=1

Dies ist - in Abhéngigkeit vom Parameter 6 - die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Stichprobenergebnis in der Nédhe des beobachteten Ergebnisses realisiert
wird. Bei der Maximierung beziiglich 6 spielt der Faktor " keine Rolle und
man braucht nur das Produkt der Dichtefunktionen zu maximieren.

Die ML-Schéatzung wird also im Fall einer stetigen Verteilung der Grundge-
samtheit folgendermafien durchgefiihrt:

(1) Verteilungsannahme:
Y ist eine stetige Zufallsvariable, deren Dichtefunktion vom Parame-
terwert 6, 0 € ©, abhéngig ist,

fY(yle)v fiir Yy e IR

(2) Einfache Stichprobe:
(x1,...,2,) ist das Ergebnis einer einfachen Stichprobe zu Y.

(3) Likelihoodfunktion:
L(O) = L(0;x1,...,2,) = H fy (z;]0)
i=1

(4) Log-Likelihoodfunktion:

InL(0) = InL(0; 21, ..., z,) = Y In(fy(x]6))

i=1

(5) ML-Schitzwert 0: )
Der Maximum-Likelihood-Schétzwert 6 wird ermittelt als diejenige re-
elle Zahl § € ©, die die Likelihoodfunktion maximiert, d.h. fiir die gilt:
L(0) > L(0) fiir alle 6 € ©.

In den meisten Féllen erhélt man auch hier das Maximum als ein rela-
tives Maximum, d.h. indem man die Likelihoodfunktion oder die Log-
Likelihoodfunktion nach 6 ableitet, die erste Ableitung gleich Null setzt
und nach 6 auflost,

dinL
L'(0) =0bzw. —— =0
( ) W d@ )
und iiberpriift, dass die zweite Ableitung im relativen Extremum nega-

tiv ist.
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Zwei Beispiele zu stetig verteilter Grundgesamtheit
Beispiel: Exponentialverteilte Grundgesamtheit

(1) Verteilungsannahme:

fy(y|A) = Xe™.y € IRT und fy(y|\) = 0 fiir y < 0.

(2) Einfache Stichprobe:
(X1,...,X,) ist eine einfache Stichprobe zu Y mit dem Stichproben-
ergebnis (x1,...,z,).

(3) Likelihoodfunktion:

(4) Log-Likelihoodfunktion:

n

InL(A) =Y In(fy(z;|\)) = nlnA — )\Xn: T

i=1 i=1

(5) ML-Schiitzwert \:

Beispiel: Stetige Gleichverteilung iiber das Intervall [0, 6]

(1) Verteilungsannahme:
Der unbekannte Parameter ist die reelle Zahl 0, der Parameterrraum
ist © = IR*". Die Dichtefunktion von Y ist

L firo<y<o
= 0 - -
T (wl) { 0 sonst
(2) Einfache Stichprobe:
(X1,...,X,) ist eine einfache Stichprobe vom Umfang n zu Y mit dem
Stichprobenergebnis (z1,...,x,).
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(3)

Likelihoodfunktion:

L(0) = H fy(z;]0) = (%)" fir jedes 0 > max{z;,i =1,...,n}.

i=1
Fiir jedes 6, das kleiner als der grofite realisierte Stichprobenwert ist,
ist die Dichtefunktion in diesem Wert gleich Null, also auch L(#) = 0.
Log-Likelihoodfunktion: Nicht erforderlich.

ML-Schitzwert M:
Die Likelihoodfunktion L(6) (und ebenso die Log-Likelihoodfunktion)
nimmt ihr Maximum in dem Maximum der Stichprobenwerte an. Somit

.....

2.2 Eigenschaften von Schitzfunktionen

In den betrachteten Beispielen wurden fiir verschiedene Parameter Schéitz-
funktionen konstruiert, so z.B.

ft = X als Schétzfunktion fiir das Mittel ;¢ der Grundgesamtheit.

02 = X2 — X2 als Schétzfunktion fiir die Varianz o der Grundgesamt-
heit.

~

A = X mit einer einfachen Stichprobe aus einer poissonverteilten
Grundgesamtheit als Schatzfunktion fiir den Parameter .

A=1 /X mit einer einfachen Stichprobe zu einer exponentialverteilten
Grundgesamtheit als Schatzfunktion fiir den Parameter .

i =X—/3(X%2 - X2)und b = X +/3(X? — X?) als Schiitzfunktionen
fiir die Parameter a, b einer tiber dem Intervall [a, b] stetig gleichverteil-
ten Zufallsvariablen (konstruiert mit der Methode der Momente).

0 = max;_; . {X;} als Schétzfunktion fiir den Parameter 6 einer iber
dem Intervall [0, 6] stetig gleichverteilten Zufallsvariablen (konstruiert
mit der Maximum-Likelihood-Methode).

Als Stichprobenfunktionen sind alle diese Schétzfunktionen Zufallsvariablen.
Fiir ein beobachtetes Stichprobenergebnis (x1, ..., x,) ergibt sich jeweils ein
nummerischer Schétzwert als Realisierung der Schatzfunktion. Im allgemei-
nen ist nicht mit einer Ubereinstimmung zwischen dem wahren Parameter-
wert 6 und dem realisierten Schitzwert § zu rechnen. Die Differenz zwischen
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Schatzwert und wahrem Parameterwert bezeichnen wir als Stichproben-
fehler. Die Eigenschaften von Schatzfunktionen, die im Folgenden betrach-
tet werden, beziehen sich nicht auf den jeweiligen Stichprobenfehler, der
bei einem gegebenen Stichprobenergebnis von der Schétzfunktion realisiert
wird (wenn man den Stichprobenfehler bei einem speziellen Stichprobener-
gebnis bestimmen konnte, dann kénnte man den Fehler direkt korrigieren).
Sie beziehen sich auf die Verteilung des Stichprobenfehlers bzw. der Schétz-
funktion, insbesondere auf Erwartungswert und Varianz der Schéatzfunktion,

A~

E(0) und Var(6).

2.2.1 Erwartungstreue bzw. unverzerrte Schitzfunk-
tionen

Eine Schiitzfunktion § = g(X,...,X,) fir den Parameter 6 heiBt erwar-

~

tungstreu (auch: unverzerrt), wenn E(0) = 6.

Die Differenz zwischen dem Erwartungswert F(f) und dem wahren Parame-
ter 0, E(f) — 6, heiBt Verzerrung oder auch Bias der Schitzfunktion .
Offensichtlich ist der Bias einer erwartungstreuen bzw. unverzerrten Schétz-
funktion gleich Null.

Wiihrend der Stichprobenfehler §—6 eine Zufallsvariable ist, die unterschiedli-
che Werte jeweils in Abhéngigkeit vom Stichprobenergebnis realisiert, ist der

Bias bzw. die Verzerrung gleich dem Erwartungswert des Stichprobenfehlers.
Beispiele

(1) i = X ist eine erwartungstreue Schiitzfunktion fiir das Mittel p der
Grundgesamtheit, denn

(2) X2 ist eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir das zweite Moment
E(Y?) der Grundgesamtheit, denn

S E(X2) = E(Y?).

=1

E(X?) = E(-} X}) =

1

1 & 1

n i n

(3) Wenn zwischen einem Parameter # und dem Erwartungswert p =
E(Y) der Grundgesamtheit eine lineare Beziehung besteht, dann ist
die Schétzung von 6 nach der Methode der Momente (also durch Er-
setzung von p durch X) erwartungstreu.
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(4)

(5)

(6)

Fiir eine dichotome Grundgesamtheit, Y ~ B(1;p), gilt fiir den An-
teilswert p die Beziehung p = E(Y) = p. Nach (3) ist also der Stich-
probenanteil p = X eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir p.

In einer poissonverteilten Grundgesamtheit gilt mit (3) fiir den Para-
meter A wegen A = E(Y) = u, dass A = X erwartungstreu fiir A ist.

Die Schétzfunktion fiir A\ aus einer Stichprobe zu einer exponential-
verteilten Grundgesamtheit, in der E(Y) = 1/, also A = 1/p gilt,
ergibt sich nach der Methode der Momente als A = 1/X. Sie ist nicht
erwartungstreu.

Neben i = X ist auch jedes gewogene arithmetische Mittel der Stich-
probenwerte i = > ; w; X; mit Gewichten w;, die sich auf 1 summie-
ren, y ., w; = 1, eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir das Mittel
i der Grundgesamtheit, denn

n

E(i) = E(Z wiX;) = _anwimo = (S win =

=1

Da i linear in den Stichprobenvariablen ist, wird jedes ji auch als eine
lineare erwartungstreue Schitzfunktion fiir u bezeichnet.

Die Schiitzung der Varianz 0? = E(Y?)—(E(Y))? der Grundgesamtheit
mit der Schétzfunktion nach der Methode der Momente,

~ __ _ 1.7 _
c?=X2-X"=-) (X, - X)’

Nz
ist nicht erwartungstreu. Fiir den Erwartungswert £ (UAQ) erhalten wir
E(o?) = E(X?)- E(X?)
= E(Y?) -E(5XL Y XiX))
= P4 p - # >t Z?:l E(Xin>
= o+ p? — H(n*p? + no?)

Bei der Umformung haben wir verwendet, dass fiir i # j wegen der
Unabhéingigkeit der Stichprobenvariablen gilt F(X;X;) = p?, wihrend
wir fiir i = 5,7 = 1,...,n erhalten F(X;X;) = E(Y?) = p? + o2



2.2 Eigenschaften von Schatzfunktionen 17

(9) Offensichtlich erhélt man eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir die

Varianz 02 der Grundgesamtheit, indem man o2 mit —- multipliziert.
D.h. die Stichprobenvarianz S2,
n oo 1 &

S? = 0% = Z(Xz — X)?

n—1 n—1:=

ist eine erwartungstreue Schiitzfunktion fiir o2.

2.2.2 Effizienz

Wenn es fiir einen Parameter 6 unterschiedliche erwartungstreue Schatzfunk-
tionen gibt, dann vergleichen wir die Qualitédt dieser Schétzfunktionen an-
hand ihrer Varianz. Die Varianz einer Schétzfunktion 6 ist zugleich die Vari-
anz des Stichprobenfehlers 0 — 6. Die Wurzel der Fehlervarianz wird auch als
Standardfehler der Schiatzung bezeichnet. Der Standardfehler einer erwar-
tungstreuen Schétzfunktion ist ein Maf fiir die Genauigkeit bzw. Unsicherheit
der Schatzung. Wir ziehen diejenige Schétzfunktion vor, die einen kleineren
Standardfehler, d.h. eine kleinere Varianz hat. Von zwei erwartungstreuen
Schiitzfunktionen 6, 6 fiir 6 bezeichnen wir § als relativ effizient (auch:
effizienter, wirksamer) im Vergleich zu 0, wenn Var(9) < Var(d).

Beispiel

Nach Beispiel (7) aus dem vorigen Abschnitt ist neben i = X auch jedes
gewogene arithmetische Mittel der Stichprobenwerte & = >°7" ; w; X; mit Ge-
wichten w;, die sich auf 1 summieren, > " ; w; = 1, eine erwartungstreue
Schitzfunktion fiir . Wir zeigen, dass i = X = > i1 %Xi in der Klasse der
linearen erwartungstreuen Schétzfunktionen fiir p effizient ist.

Sei i = Y1 w; X; erwartungstreue Schétzfunktion fiir g und [ # [, also

1 n
w; = — + &; mit E g; = 0 und ¢; # 0 fiir mindestens ein 7.
n i1

Dann gilt fiir die Varianz von fi:

Var(p) = Var(Xl, w;X;)
= Y wiVar(X;)
= (X w})o?
= (ZLi(y +ei)?)o?
= (LG + g +e)o?
= Z 40+ (XL, )0
= Var(X)+ (XL, e})o? > Var(X)
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Das gewohnliche arithmetische Mittel X ist also eine bessere Schitzfunktion
fiir den Mittelwert p der Grundgesamtheit als andere Mittelwerte der Stich-
probenvariablen, die nicht jeder Beobachtung das gleiche Gewicht geben, in
dem Sinn, dass X den kleinsten Standardfehler hat.

2.2.3 Konsistenz

Die Eigenschaft der Konsistenz einer Schatzfunktion zielt auf die Vertei-
lung der Schétzfunktion wenn der Stichprobenumfang n immer gréfier wird.
Da hier das Verhalten der Schétzfunktion in Abhéngigkeit vom Stichpro-
benumfang n betrachtet wird, notieren wir eine Schétzfunktion mit 6,,. Die
Konsistenz ist eine Eigenschaft, die auch von verzerrten Schétzfunktionen
erfiillt werden kann. Wir bezeichnen eine Schétzfunktion én fiir 0 als konsi-
stent im quadratischen Mittel, wenn die beiden folgenden Bedingungen
erfiillt werden:

(1) limy,so E(6,) = 0
(2) limy,_eo Var(,) =0

Die erste Bedingung ist von einer erwartungstreuen Schéitzfunktion automa-
tisch erfiillt. Wenn die Schétzfunktion nicht erwartungstreu ist, dann fordert
die erste Bedingung, dass der Bias mit wachsendem n gegen Null konvergiert.
Diese Bedingung ist zum Beispiel von der Schétzfunktion o2, die oben unter
Punkt (8) betrachtet wurde, erfiillt. Die zweite Bedingung fordert, dass auch
der Standardfehler mit wachsendem Stichprobenumfang gegen Null geht.

2.3 Zur Verteilung der Schitzfunktionen X, p
und S?

2.3.1 Das Stichprobenmittel X

(X1, ..., X,) sei eine einfache Stichprobe zu Y mit E(Y) = g und Var(Y) =
o?. Unabhingig von einer speziellen Verteilungsannahme fiir Y gilt fiir das
Stichprobenmittel X = % Yo X

B(X) = p (25)
0% =Var(X) = %, ox =\/Var(X) = \;ﬁ' (2.6)
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Der Standardfehler o3 des Stichprobenmittels ist also direkt proportio-

nal zur Standardabweichung o des Merkmals in der Grundgesamtheit und

umgekehrt proportional zum Stichprobenumfang n. Um beispielsweise den
1

Standardfehler von X um den Faktor 15 Zu reduzieren, muss der Stichpro-

benumfang von n auf 100n erhoht werden.

Mit der Tschebyscheffungleichung kann die Mindestwahrscheinlichkeit dafiir
angegeben werden, dass X in ein vorgegebenes Schwankungsintervall
fallt:

P(IX —p| < k%) >1- . (2.7)
bzw.
_ o2
PUX—pl <9 21- 75 (2.8)
Beispiel

Haushaltsstichprobe zur Schétzung des mittleren Einkommens. Die Stich-
probengrofie sei n = 10000, und die Standardabweichung des Einkommens
in der Grundgesamtheit sei ¢ = 1500 [€], der Standardfehler von X ist also
ox = 15 [€]. Dann wird (mit k=2) das Stichprobenmittel X zumindest mit
der Wahrscheinlichkeit von 1 — k% = (.75 nicht mehr als 30 € vom mittleren
Einkommen g in der Grundgesamtheit abweichen:

P(|X — | < 30) > 0.75.

Wegen des grofien Stichprobenumfangs kommt man aufgrund des Zentralen
Grenzwertsatzes zu dem wesentlich schirferen Ergebnis, dass das Stichpro-
benmittel sogar mit Wahrscheinlichkeit von etwa 95 % in das Schwankungs-
intervall von p — 30 [€] bis p + 30 [€] fallt:

X ~ N(p,0%), mit o0g = — = 15,

und
P(IX — pu| €30 =20g) = 20(2) — 1 = 0.9544.
Fiir die Feststellung der Verteilung von X unterscheiden wir allgemein, ob
(1) die Grundgesamtheit normal verteilt ist,

(2) die Grundgesamtheit nicht normal verteilt ist, aber der Stichproben-
umfang grof ist (n > 30),
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(3) die Grundgesamtheit nicht normal verteilt ist und der Stichprobenum-
fang klein ist (n < 30).

Im Fall (1) ist X normal verteilt:
X o~ N D). (2.9

Im Fall (2) kann die Verteilung von X mit der Normalverteilung approxi-
miert werden; praktisch verfahren wir wie in Fall (1):

X 2 N(p,—). (2.10)

Im Fall (3) ist die Normalverteilung eine schlechte Approximation. In diesem
Fall konnen Wahrscheinlichkeitsaussagen mit der Tschebyscheff-Ungleichung
gemacht werden.

2.3.2 Der Stichprobenanteil p

Die Verteilung einer dichotomen Grundgesamtheit, in der ein Anteil p von
Elementen mit einer bestimmten Eigenschaft vorliegt bzw. mit einer Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p ein Treffer erzielt wird, reprasentieren wir durch die Ver-
teilung der Indikatorvariablen Y, Y ~ B(1;p). Der Stichprobenanteil p von
Treffern in einer einfachen Stichprobe (Xi,...,X,,) ist gegeben mit p = X.
Die Anzahl der Treffer, np, ist binomialverteilt mit Erwartungswert np und
Varianz np(1 — p). Fiir p gilt somit:

E(p) = p (2.11)

und fiir die Varianz bzw. den Standardfehler von p folgt

Var(p) = o5 = p—(ln_p )
(2.12)
Var(p) = o5 = p(ln_p) :

Wenn die Stichprobe ohne Zuriicklegen gezogen wird, handelt es sich streng
genommen nicht mehr um eine einfache Stichprobe und die Binomialver-
teilung fiir np gilt nur approximativ. Das spielt dann eine Rolle, wenn der
Umfang N der Grundgesamtheit nicht sehr grofl ist im Vergleich zum Stich-
probenumfang n. Als eine Regel kann man verwenden, dass bei N < 20n der
Standardfehler o; korrigiert (d.h. verkleinert) wird um den Faktor:

N —n
N -1

(2.13)



2.3 Zur Verteilung der Schitzfunktionen X, p und S2 21

Bei hinreichend groflem Stichprobenumfang n,
np > 5 und n(l —p) > 5, (2.14)

kann die Verteilung von p wegen des Zentralen Grenzwertsatzes durch die
Normalverteilung approximiert werden

p ~ N(p.o)). (2.15)

Beispiel

Bei der Produktion von Réddern gelte eine Produkt als Ausschuss, wenn der
Durchmesser auflerhalb vorgebener Grenzen liegt. Angenommen der normale
Ausschussanteil betrigt p = 5%.

Zur Qualitédtskontrolle wird eine Stichprobe vom Umfang n = 200 gepriift.
Wie grof} ist bei normalem Produktionsverlauf die Wahrscheinlichkeit, dass
mehr als 15 der 200 gepriiften Réder schlecht sind (d.h. dass der Ausschuss-
anteil p grofier als 7.5 % ist)?

Wir haben np = 10, n(1 —p) = 190, also

. 0.05 - 0.95
5 2 N (005 22 2
b ( 200 >
0.05-0.95
RN R
o5 o 0.0154,
15 0.075 — 0.05
Plp>—-2) = 1-P(H<0075) =1— 229N 052
<p>200) (P < 0.075) ( 0.0154 ) 0.0526

Bei normaler Produktion tritt ein Ausschussanteil von 7.5% oder mehr nur
mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 5.26% auf.

2.3.3 Die Stichprobenvarianz S?

Eine unverzerrte Schitzfunktion fiir die Varianz o2 in der Grundgesamt-
heit ist (unabhéngig von einer speziellen Verrteilungsannahme) die Stich-
probenvarianz :

1
n—1

S? = (X — X)) (2.16)

i
Im Folgenden werden wir dann, wenn die Varianz o2 der Grundgesamtheit
nicht bekannt ist, den Schitzwert s? verwenden, den die Stichprobenvarianz
bei gegebenem Stichprobenergebnis liefert.



Kapitel 3

Intervall-Schiatzung

Im vorangegangenen Kapitel wurden Schitzfunktionen 0 = 9(X1,..., X,)
fiir einen Parameter 6 betrachtet, die zu jedem Stichprobenergebnis eine re-
elle Zahl = g(x1,...,x,) als Schatzwert fiir 6 liefern. Um die Unsicherheit
der Schitzung anzuzeigen, sollte zu dem Schéatzwert 6 auch eine Information
iitber den Standardfehler, d.h. {iber die Standardabweichung der Schétz-
funktion gegeben werden.

Wenn zum Beispiel fiir eine Grundgesamtheit mit dem Erwartungswert u
und der Varianz o2 aus einer einfachen Stichprobe der Erwartungswert x4 mit
fi = X geschiitzt wird, kann man zusitzlich zum Schétzergebnis Z auch den
Standardfehler o5 = o/4/n angeben. Wenn o nicht bekannt ist, kann man
stattdessen den geschétzten Standardfehler sg = s//n unter Verwendung
der geschétzten Stichprobenstandardabweichung s angeben. Die Ergénzung
des Punktschatzwerts durch den Standardfehler o5 bzw. s gibt einen wich-
tigen Hinweis fiir die Beurteilung des Schéitzergebnisses.

Etwas weitergehend betrachten wir im Folgenden die Méglichkeit, als Schétz-
ergebnis fiir den Parameter 6 ein Intervall [él; éu] anzugeben, wobei die In-
tervallgrenzen vom Stichprobenergebnis abhéngen sollen, also

el:gl(‘rla"wxn)’ (31)
Ou = gu(T1, ..., 20). (3.2)

Als Funktionen der Stichprobenvariablen sind die Intervallgrenzen Zufallsva-
riablen. Wir bezeichnen ein solches Intervall [él; éu] als ein Konfidenzinter-
vall zum Konfidenzniveau 1 — a oder auch zur Vertrauenswahrschein-
lichkeit 1 — «, wenn die zufélligen Intervallgrenzen den wahren Parameter

22
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6 mit Wahrscheinlichkeit 1 — « einschlieflen,

P(gl(Xb7Xn)§6)ggu(X17,Xn)) = 11—«
bzw. (3.3)

Bei der Konstruktion der Konfidenzintervalle werden wir auflerdem dafiir
sorgen, dass bei jedem Stichprobenergebnis der Schéitzwert fiir die Unter-
grenze des Intervalls nicht grofler als der Schéatzwert fiir die Obergrenze des
Intervalls ist.

Das fiir ein gegebenes Stichprobenergebnis realisierte Intervall [él,éu] wird
als Schitzintervall oder Ergebnis der Intervallschitzung bezeichnet.
Da man den wahren Parameter 6 typischerweise nicht kennt (sonst brauchte
man ihn nicht zu schitzen), weifl man im Einzelfall auch nicht, ob das Schétz-
intervall 8 einschlieft. Bekannt ist nur die Eigenschaft des Verfahrens, mit
der festgelegten Vertrauenswahrscheinlichkeit 1-av (bzw. bei vielen wiederhol-
ten Stichprobenuntersuchungen: mit der relativen Héufigkeit 1-a) Intervalle
zu produzieren, die den wahren Parameter iiberdecken. Als Vertrauenswahr-
scheinlichkeiten 1-« sind 90 %, 95 %, und 99 % besonders gebriuchlich.

3.1 Konfidenzintervalle fiir p

Die Grundgesamtheit sei verteilt mit Erwartungswert £(Y') = p und Varianz
Var(Y) = 0% Wir beschrinken uns auf die beiden folgenden Félle:

(1) GroBe Stichprobe (n > 30)

(2) Kleine Stichprobe (n < 30) aus normalverteilter Grundgesamtheit

Zu (1):
Fiir groBe Stichproben ist X approximativ normalverteilt, also
X —
P <| Bl < zla> —1-a (3.4)
Ox 2
Daraus ergibt sich
P (‘X — ,u‘ < O'le_%) =1-a. (3.5)

Wenn man die Ungleichung so umformt, dass X eingeschlossen wird von einer
festen Untergrenze und Obergrenze, dann erhélt man das zentrale Schwan-
kungsintervall fiir das Stichprobenmittel Xzur Wahrscheinlichkeit 1 —a. Dies
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Abbildung 3.1: Standardnormalverteilung

ist zu unterscheiden vom Konfidenzintervall, das man erhélt, wenn man die
Ungleichung derart umformt, dass der feste (unbekannte) Parameter p von
zufélligen Intervallgrenzen eingeschlossen wird. Das Konfidenzintervall fiir u
zum Konfidenzniveau 1 — « ist dann gegeben mit:

[X —Z1-g - 0%, X+ Zl_%(f)‘(] . (3.6)

Fiir (1 — «)100 % als 90 %, 95 %, 99 %:

Konfidenzniveau Konfidenzintervall
90% [X — 1.6450%, X + 1.6450 %]
95% [X —1.9600%, X + 1.9600 %]
99% [eX — 2.5760%, X + 2.5760 %]

Beachte, dass die Léange des Konfidenzintervalls wesentlich vom Standard-
fehler oy = ﬁ und damit vom Stichprobenumfang n abhéngt.

Wenn o unbekannt ist, ersetzen wir bei der Berechnung des Konfidenz-
intervalls die unbekannte Standardabweichung o durch s, die Realisierung
der Stichprobenstandardabweichung S = v/S2,

1

S? =
n—1

Y(X; — X)2 (3.7)

Im Hinblick auf den Ausgangspunkt der Herleitung des Konfidenzintervalls,
die Formel (3.4), bedeutet die Verwendung von S anstelle von o, dass sich
dadurch die Verteilung des standardisierten Stichprobenmittels
X—p X—p
Versus
Sx ox

(3.8)



3.1 Konfidenzintervalle fiir p 25

veréndert. Bei einer grofien Stichprobe kénnen wir trotzdem als gute Appro-
ximation die Normalverteilung annehmen.

Zu (2): (Kleine Stichprobe (n < 30) aus normalverteilter Grundgesamt-
heit)

Bei kleinem Stichprobenumfang gewinnt die Unterscheidung, ob die Stan-
dardabweichung o der Grundgesamtheit bekannt ist oder nicht, grofere
Bedeutung:

e Wenn o bekannt ist (was selten der Fall ist), wird das Konfidenzintervall
wie im Fall (1) bestimmt und das jeweilige Konfidenzniveau gilt sogar
exakt.

e Wenn o unbekannt ist und durch die Realisierung s der Stichpro-
benstandardabweichung S ersetzt wird, dann vernachléssigen wir bei
kleiner Stichprobengrofle den gréfleren Unterschied der Verteilungen
der beiden standardisierten Stichprobenmittel in (3.8) nicht mehr.
Wihrend X — p, standardisiert mit dem Standardfehler o, stan-
dardnormalverteilt ist, gilt bei Standardisierung mit dem geschétzten
Standardfehler Sg die t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden,

X —p
Sx

~t(n—1). (3.9)

Die t-Verteilung (und damit auch das Perzentil ¢, s, ;) ist abhiingig
von der sogenannten Anzahl k£ der Freiheitsgrade, wobei hier kK =n —1
gilt. Mit wachsender Anzahl der Freiheitsgrade k néhert sich die t-
Verteilung der Standardnormalverteilung. Allgemein ist die Dichte der
t-Verteilung mit £ Freiheitsgraden ebenso wie die der Standardnormal-
verteilung symmetrisch um Null. Die Streuung ist jedoch - durch die
zusétzliche Schwankung des Nenners - grofler als bei Standardnormal-
verteilung (vgl. Abbildung 3.2), so dass das Perzentil ¢, a1 grofier
ist als z1_a. Fir die géngigen Werte von « sind die Perzentile fiir die
t-Verteilung mit & Freiheitsgraden tabelliert, insbesondere fiir kleines
k, wo sie sich deutlich von denen der Normalverteilung unterscheiden.
Damit erhélt man aus

S tl—%;n—l) =1—«a (310)

das Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — « als

[X - tl—%;n—ISX7 X +t1—%;n—ISX]7 (311)
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Abbildung 3.2: Dichtefunktionen von t-Verteilungen mit 3, 6 und 30
Freiheitsgraden im Vergleich zur Dichte der Standardnormalver-
teilung.

wobei Sy = % und ¢y a1 das (1 — 5)-Perzentil der ¢-Verteilung mit
n — 1 Freiheitsgraden ist.

Beispiel

Angenommen das Nettogewicht von 500 g-Miisli-Paketen ist normalverteilt.
Eine einfache Stichprobe (n = 25) ergibt: X = 495[g], s = 5]g].

Mit sy = “= = 1 ist das 95 %-Schétzintervall unter Verwendung von

g%\

t0.975,24 = 2.0

[492.94, 497.06].
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3.2 Konfidenzintervalle fiir p (aus groflen
Stichproben)

A

Fiir grofie Stichproben (np > 5, n(1 — p) > 5) ist der Stichprobenanteil p
approximativ normalverteilt N (p, @).
Die Standardabweichung von p wird geschétzt mit
p(L—p)

=\ (3.12)
(1 — a)-Konfidenzintervalle fiir p erhalten wir aus grofien Stichproben néhe-
rungsweise unter Verwendung der Approximation der Verteilung von p mit
der Normalverteilung N (p, s3) als:

[p— 21285, D+ 21-28)]. (3.13)



Kapitel 4

Hypothesentests auf der
Grundlage von
Stichprobeninformation

4.1 Einfiihrung;:
Hypothese und Gegenhypothese, Ent-
scheidung und zwei Fehlertypen

Zunéchst einige Beispiele fiir Fragestellungen, die zur Formulierung eines
Testproblems fiithren kénnen:

1) Ist der Produktionsablauf stérungsfrei?

2) Ist das von einer GroBbéckerei angegebene Gewicht eines ,,500 g-
Roggenbrots” korrekt?

3) Hat eine bestimmte Mafinahme die Kundenzufriedenheit erhéht?

4) Sind die von einem PKW-Hersteller angegebenen Verbrauchswerte zu-
treffend?

5) Sind Aktienkursinderungen an zwei aufeinanderfolgenden Handelsta-
gen unkorreliert?

6) Sind die mittleren Tagesrenditen an einer Borse fiir jeden Wochentag
gleich grof3?

7) Kann man fiir die Verteilung der Tagesrendite auf den DAX eine Nor-
malverteilung unterstellen?

28



4.1 Einfiihrung:
Hypothese und Gegenhypothese, Entscheidung und zwei Fehlertypen 29

8) Hat die Okosteuer den privaten Einsatz des PKW an Wochenenden
verdndert?

9) Tritt eine bestimmte Krankheit bei Beschiftigten einer Branche
haufiger auf als in der Gesamtbevolkerung?

Zunéchst ist die praktische Fragestellung umzusetzen in ein Entscheidungs-
problem zwischen zwei Hypothesen iiber die Verteilung einer (ggf. mehrdi-
mensionalen) Zufallsvariablen, zu der eine Stichprobe erhoben werden kann
bzw. ein Stichprobenergebnis vorliegt. Wir setzen an dieser Stelle ein, d.h.
wir gehen davon aus, dass als Hypothesen Aussagen iiber die Verteilung einer
Zufallsvariablen formuliert sind.

4.1.1 Die Hypothesen

Wir unterscheiden zwei Hypothesen, die Nullhypothese (Hy) und die Al-
ternativhypothese oder Gegenhypothese (H;). Die beiden Hypothesen
werden unterschiedlich gewichtet:

Hy : In der Regel die Aussage, die man statistisch absichern moéchte und
fiir deren Akzeptanz man hohe Anforderungen an das Stichprobener-
gebnis stellt. Die Entscheidung fiir H; hat typischerweise erhebliche
Konsequenzen, so dass man das Risiko einer Fehlentscheidung fiir H;
kontrollieren will. Gegen H und fiir H; entscheidet man sich nur, wenn
man angesichts des Stichprobenbefunds ziemlich sicher ist, d.h. wenn
ein Stichprobenergebnis wie das beobachtete Ergebnis bei Giiltigkeit
von Hj sehr unwahrscheinlich ist, bei Giiltigkeit von H; dagegen eher
erklarlich ist.

Hy: In der Regel die Aussage, der man von vornherein eine gewisse
Glaubwiirdigkeit zuspricht und die man dann als unwiderlegt betrach-
tet und beibehélt, wenn das Stichprobenergebnis (auch) bei Giiltigkeit
von Hj nicht iiberraschend ist.

Beispiel (Gewicht eines ,,500 g-Roggenbrots”)

Das Brotgewicht wird als normalverteilte Zufallsvariable ¥ mit dem Erwar-
tungswert p betrachtet. Eine Verbraucherorgansation will priifen, ob die Her-
stellerangabe (u = 500 g) zutrifft oder das mittlere Gewicht kleiner als 500 g
ist. Die Behauptung, dass die Herstellerangabe falsch ist, will man nur dann
aufstellen, wenn man ziemlich sicher ist. Also:

Hy:pp>500 gegen Hy:p < 500. (4.1)
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Wenn umgekehrt die GroBbéckerei aus Kostengriinden wissen will, ob das
mittlere Gewicht zu grof ist (um dann gegebenenfalls Einstellungen im Pro-
duktionsablauf zu verdndern), wird sie das Testproblem anders formulieren,
etwa:

Hy: <500 gegen Hy:pu > 500. (4.2)

Wenn die Hypothesen Teilmengen aus einer parametrischen Verteilungsfami-
lie spezifizieren, (wie im Beispiel: Hy alle Normalverteilungen mit pu < 500),
spricht man von parametrischen Tests. Beispiele fiir nichtparametrische
Tests lernen wir im fiinften Kapitel kennenlernen. Zunéchst betrachten wir
parametrische Tests.

Die Nullypothese und die Gegenhypothese zerlegen den Parameterraum © in
zwei Teilmengen ©y und ©;. Dabei wird zugleich die Menge der in Betracht
gezogenen Verteilungen fiir das Merkmal Y in zwei Teilmengen zerlegt. Eine
Hypothese, die genau eine Verteilung festlegt, heifit einfache Hypothese
(z.B. die folgende Nullhypothese bei einem Test auf den Mittelwert einer
Normalverteilung mit bekannter Varianz: Hy : pu = 500, d.h. ©9 = {500}).
Eine Hypothese, die nicht einfach ist, heifit zusammengesetzte Hypothe-
se.

Man unterscheidet zwischen einseitigen und zweiseitigen Tests. Wenn die
Parametermenge, die man in der Gegenhypothese H; angibt, nur auf einer
Seite der in Hj angegebenen Parameter liegt, spricht man von einem einsei-
tigen Test. Insbesondere liegt eine linksseitiger Test vor, wenn ©; links
von O liegt (Beipiel: Hy : > 500, Hy : p < 500) und ein rechtsseitiger
Test, wenn O; rechts von Oq liegt (Beipiel: Hy : p < 500, Hy : p > 500).
Bei einem zweiseitigen Test liegt ©; zu beiden Seiten von 0, (Beipiel:
Hy : p =500, Hy : pu # 500).

Die beiden durch die Nullhypothese und die Alternativhypothese gegebenen
Teilmengen Oy und ©; sind in jedem Fall disjunkt, ©o N ©; = (). Besonders
bei einseitigen Tests ist es aber auch moglich und sogar iiblich, dass ein Teil
des insgesamt zuldssigen Parameterraums ausgeblendet wird und das Hy-
pothesenpaar sich ganz auf den interessierenden Gegensatz konzentriert. So
kann man die Hypothesen des linksseitigen Tests der Verbraucherorganisa-
tion auch formulieren mit

Hy: ;=500 gegen H;p:p < 500, (4.3)
und die Hypothesen des rechtsseitigen Testproblems zur Kostenkontrolle mit

Hy:p =500 gegen Hy:p > 500. (4.4)
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4.1.2 Priifgrofle, Entscheidungsregel und zwei mogliche
Fehler

Die Entscheidung zwischen den Hypothesen Hy und H; wird in Abhéngigkeit
vom Stichprobenergebnis getroffen. Im Brotgewicht-Beispiel wird das mitt-
lere Gewicht X aus einer einfachen Zufallsstichprobe zu Y eine Rolle spie-
len. Als Priifgrole oder Teststatistik bevorzugt man aber solche Stichpro-
benfunktionen, die standardisiert sind, so dass man auf Verteilungstabellen
zuriickgreifen kann. Im Beispiel bietet sich als Teststatistik an:

X - — 500

J=—= \/_ , wenn o bekannt ist (4.5)
0x

und unter Verwendung der Stichprobenstandardabweichung S = v/ S? mit
5?2 = L3N(X; - X)?,

t= @ f 500, wenn o unbekannt ist. (4.6)
X

Unter H;, bzw. wenn die Nullhypothese richtig ist mit u = 500,
ist Z standardnormalverteilt bzw. ¢ ist ¢t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.
Je nachdem welche Verteilung die Teststatistik hat, spricht man von einem
Gauf3-Test bei Verwendung der Teststatistik Z und von einem t-Test bei
Verwendung der t-verteilten Teststatistik.
Vor Beobachtung des Stichprobenergebnisses wird eine Entscheidungsregel
festgelegt, nach der dann in Abhéngigkeit von der realisierten Priifgrofle ent-
weder

- Hy abgelehnt und fiir H; entschieden wird, oder
- Hj nicht abgelehnt und somit beibehalten wird.

Bei dem Hypothesenpaar (4.1), das von der Verbraucherorganisation formu-
liert wurde,
Hy:p>500 gegen Hjp:p <500

wird man H, ablehnen, wenn die Priifgrofie einen stark negativen Wert an-
nimmt (d.h. das mittlere Brotgewicht deutlich unterhalb von 500 g liegt), im
Fall der Kostenkontrolle (vgl. (4.2)),

Hy:p <500 gegen Hip:p > 500

wird man H, ablehnen, wenn die Priifgréfle einen stark positiven Wert an-
nimmt (d.h. das mittlere Brotgewicht deutlich oberhalb von 500 g liegt).
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Da die Entscheidung auf dem Ergebnis der Zufallsstichprobe basiert, kann
sie falsch sein. Je nachdem, welche der beiden Entscheidungen getroffen wur-
de, gibt es eine andere Fehlermdoglichkeit: Den Fehler erster Art oder den
Fehler zweiter Art.

Tatsachliche Situation:

Hy ist wahr | Hj ist wahr

Entscheidung: | Hy wird beibehalten Korrekt Fehler 2. Art
Hy wird abgelehnt | Fehler 1. Art Korrekt

Tabelle 4.1: Zwei Fehlerarten

4.1.3 Signifikanz

Wir betrachten zunéchst das obige linksseitige Testproblem der Verbrau-
cherorganisation zu den Hypothesen

Hy:p>500 gegen Hyp:pu < 500

und nehmen an, dass die Standardabweichung o des Gewichts Y in dem
Produktionsverfahren bekannt ist, d.h. wir verwenden als Teststatistik (4.5),

X X — 500
=200 _ o250

ox

Wenn man dann z.B. als Entscheidungsregel festlegt,
H, ablehnen, wenn 2 < —2,

d.h. Hy wird abgelehnt, wenn das mittlere Gewicht mehr als zwei Stan-
dardfehler unterhalb der Gewichtsangabe von 500 g liegt, dann kann man
die (maximale) Wahrscheinlichkeit bestimmen, einen Fehler 1. Art zu ma-
chen (also H, filschlich abzulehnen). Diese Wahrscheinlichkeit wird mit «
bezeichnet und heifit das Signifikanzniveau des Tests; a wird auch als
Irrtumswahrscheinlichkeit bezeichnet.

Welchen Wert erhélt man mit der festgelegten Entscheidungsregel fiir das
Signifikanzniveau a? Wenn Hj gilt und genau g = 500 zutrifft, dann ist
die Priifgroe Z standardnormalverteilt und P(Z < —2) = ¢(—2) = 0.028.
Wenn sogar p > 500 gilt, dann wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z
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noch weiter nach rechts verschoben und die Wahrscheinlichkeit P(Z < —2)
wird noch kleiner als 2.8 %. Bei der angegebenen Entscheidungsregel ist
also die maximale Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art und damit das
Signifikanzniveau o = 2.8%.

Ublicherweise geht man umgekehrt vor und legt nicht zuerst die Entschei-
dungsregel fest, um dann das zugehorige Signifikanzniveau o auszurechnen,
sondern legt zunédchst das Signifikanzniveau « fest, um dann den kriti-
schen Wert fiir die Entscheidungsregel zu bestimmen. Gebréduchlich sind
vor allem die Werte 1%,5% und 10% fiir das Signifikanzniveau «. In dem
betrachteten Beispiel ergeben sich die entsprechenden kritischen Werte und
Entscheidungsregeln als:

e o =0.01: Hy ablehnen, wenn Z < 2591 = —2.236
e a=0.05: Hy ablehnen, wenn Z < 2495 = —1.645
e a=0.10: Hy ablehnen, wenn Z < 24319 = —1.282

Zu dem jeweiligen Signifikanzniveau legt die entsprechende Entscheidungs-
regel einen sogenannten Ablehnungsbereich fest: Wenn die Priifgréfie in
den Ablehnungsbereich fallt, dann ist Hy abzulehnen.

Die Verbraucherorganisation wird also zunéchst ein Signifikanzniveau festle-
gen (etwa: a = 0.05). Wenn dann die Priifgroie bei der erhobenen Stichprobe
kleiner als -1.645 ist, wird sie behaupten, dass das Brotgewicht signifikant
(deutlich) kleiner als 500 g ist. Es ist moglich, dass diese Behauptung falsch
ist, aber das kommt bei dem angewandten Verfahren durchschnittlich nur
einmal bei 20 Stichprobenerhebungen vor.

Die Wahl des Signifikanzniveaus (also der Wahrscheinlichkeit, Hy irrtiimlich
zu verwerfen) sollte von den Kosten einer félschlichen Ablehnung der Null-
hypothese abhidngen. Bei sehr hohen Kosten wird man « sehr klein wihlen.
Wie wir sehen werden, gibt es leider einen Trade-off zwischen den beiden
Fehlerwahrscheinlichkeiten. Je kleiner man « wahlt, um so eher lauft man
Gefahr, Hy auch dann beizubehalten, wenn Hj falsch ist.

Zum Verstédndnis von statistischer Signifikanz ist es wichtig, eine ,,signifikante
Abweichung” von einer im Sachzusammenhang , bedeutenden Abweichung”
begrifflich abzugrenzen. Angenommen, das Brotgewicht streut mit ¢ =5 g
und das mittlere Brotgewicht ist tatséchlich y = 499 g. Diese Abweichung
um 1 g wird man vielleicht nicht als bedeutend ansehen. Wenn aber der
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Stichprobenumfang n nur grof§ genug gewéhlt wird (etwa: n = 400), und
damit der Standardfehler o5 = 5/y/n = 0.25 [g] sehr klein wird, dann er-
gibt sich bei einem beobachteten Stichprobenmittel z = 499 die Priifgrofie
Z = —4, d.h. die Unterschreitung der Gewichtsangabe (500 g) wird als
statistisch hoch signifikant betrachtet.

Umgekehrt wird bei einem geringen Stichprobenumfang n (etwa: n = 4 und
somit dem Standardfehler oz = 5/4/n = 2.5 [g]) die gréBere beobachtete
Abweichung bei einem Stichprobenmittel von & = 496 g nicht als stati-
stisch signifikant zu dem Signifikanzniveau o = 0.05 angesehen, denn die
Priifgrofe Z nimmt dann den Wert (496 — 500)/2.5 = —1.6 an, fallt also
nicht in den Ablehnungsbereich. Ob ein Stichprobenergebnis in signifikan-
tem Gegensatz zur Nullhypothese steht, hangt nur davon ab, ob es in einen
festgelegten | kritischen Bereich” fillt, der bei Giiltigkeit der Nullhypothese
sehr unwahrscheinlich ist (nur mit Wahrscheinlichkeit « realisiert wird).

4.1.4 Die Giitefunktion und die Wahrscheinlichkeit fiir
den Fehler 2. Art

Das Signifikanzniveau a - die maximale Wahrscheinlichkeit fiir den Feh-
ler 1. Art - wird vorgegeben und damit wird der Ablehnungsbereich fiir
die Priifgrofle festgelegt. Die Verteilung der Priifgrofle héngt von dem
tatséchlichen Wert des unbekannten Parameters (im Beispiel: p) ab. Wenn
der tatsdchliche Wert mit dem in der Nullhypothese gegebenen (Rand-)
Wert 500 g iibereinstimmt, dann fillt die Priifgrof8e nach Konstruktion mit
Wahrscheinlichkeit « in den Ablehnungsbereich. Wenn dagegen p kleiner
als 500 g ist, verschiebt sich die Verteilung der Priifgrole nach links und
die Wahrscheinlichkeit, dass die Priifgréfle in den Ablehnungsbereich fillt,
wird grofler als a. Ideal wére natiirlich ein Test, der bei festgelegter Irrtums-
wahrscheinlichkeit « eine moglichst grofie Ablehnungswahrscheinlichkeit hat,
wenn 4 < 500 g und somit Hy falsch ist.

Wenn ¢ bekannt ist, kann man die Wahrscheinlichkeit, dass die Priifgréfie in
den festgelegten Ablehnungsbereich fallt, fiir jeden hypothetischen Wert von
p ausrechnen. Die entsprechende Funktion G(u) wird als Giitefunktion des
Tests bezeichnet.

Im Beispiel des linksseitigen Tests mit den Hypothesen

Hy:p>500 gegen Hy:p < 500,
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Abbildung 4.1: Giitefunktionen (Wahrscheinlichkeit der Ablehnung
von H, als Funktion von ) zum linksseitigen Test fiir n =

4,20,50,100 und 400.
ergibt sich

G(n) = P(Z < —1.645)

Wie man an der Formel und

X — 500
= P(Vn =% < —1.645)
g
X - — 500
_ p(n kR < —1.645)
X - 500 —
= P(n 2"t P 1645)
g

= ®(—1.645+/n

5000‘ . (4.7)

in Abbildung 4.1 sieht, steigt fiir p < 500 die

Wahrscheinlichkeit fiir die Ablehnung von H, mit zunehmendem Abstand
zwischen p und 500, und zwar um so steiler, je gréfler der Stichprobenumfang

n ist.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art, also nicht zu erkennen, dass
i < 500 g und somit H falsch ist, erhélt man als die Gegenwahrscheinlichkeit
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1 —G(p). Man bezeichnet die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art
mit 3, bzw. genauer 3(u), also

Blp) =1 = G(p). (4.8)

Im Folgenden werden wir die Durchfithrung des GaufB-Tests auf den Mit-
telwert einer Grundgesamtheit fiir den zweiseitigen Test, den linksseitigen
und den rechtsseitigen Test darstellen. Danach kommen wir auch auf die
Giitefunktion fiir diese Tests zuriick.

4.2 Gaull-Test fiir den Mittelwert u einer
Grundgesamtheit

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass zumindest eine der beiden
folgenden Voraussetzungen erfiillt ist:

Voraussetzung 1: Die Grundgesamtheit ist normalverteilt, Y ~ N(u;0?),
und o ist bekannt.

Voraussetzung 2: Der Stichprobenumfang ist gro§ (n > 30).

Wenn nur die zweite Voraussetzung erfiillt ist, dann wird die Anwendung
des GauB-Tests mit dem zentralen Grenzwertsatz begriindet und gilt nur
approximativ.

Fiir das Stichprobenmittel X aus einer einfachen Stichprobe zu Y gilt (unter
Voraussetzung 1 exakt, sonst nur approximativ):

X ~ N(o%), (4.9)
2
o

or = - (4.10)

Das standardisierte Stichprobenmittel ist dann standardnormalverteilt,

_ X

Ox

Z

~ N(0;1). (4.11)

Wenn Voraussetzung 2 erfiillt ist und o unbekannt ist, wird o durch die
Stichprobenstandardabweichung S = v/5? (mit S? = -5 (X; — X)?) ersetzt
und man arbeitet mit der Approximation

A S NG (4.12)
Sx

A
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4.2.1 Zweiseitiger Test

(a) Hypothesen und Signifikanzniveau:

Hy:p=po gegen Hip:p # po ; Signifikanzniveau: «.

(b) Teststatistik:

— X — X —
Z = =/n Ko oder 7 = NO:\/E

o3 o Sz
(c) Bei Giiltigkeit von Hy gilt:

Z ~ N(0;1).

(d) Entscheidungsregel:

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Bei dem festgelegten Signifikanzniveau o wird Hy abgelehnt, wenn fiir

den Stichprobenwert z der Teststatistik Z gilt

2] > z1-4.

0.45
0.40 4
0.35 4
0.30 4
0.25
0.20 4
0.15 4
0.10 4
0.05 4

0.00

-4 -2 (3 2 4
—Z20.975 20.975

Abbildung 4.2: Zweiseitiger Gauf3-Test

Der Ablehnungsbereich liegt auf zwei Seiten:

z > 22 (rechte Seite),
z < —z-2 (linke Seite).

Die Werte z;_a

g und —Z1-g heiflen kritische Werte.

(4.16)
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Beispiel: Qualitdtskontrolle

Wenn sich die mittlere Lange von Stahlstiften in einer Stichprobe vom Um-
fang n = 64 signifikant (o = 0.05) vom Sollwert g = 10 [cm] unterschei-
det, dann soll die Produktion gestoppt werden, um die Einstellungen zu
itberpriifen. Angenommen die 64 Messwerte der Stichprobe ergeben = 9.7
[cm], s =4 [cm].

Schritt 1: Hypothesen: Hy : p =10 gegen  H; : p # 10. Signifikanzni-
veau: o = 0.05.

Schritt 2: Die Teststatistik ist

X-10 o 5
SX_ mi1 X_\/ﬁ

Bei Giiltigkeit von Hj ist die Teststatistik wegen n = 64 (grofie Stich-
probe) approximativ standardnormalverteilt.

(4.19)

Schritt 3: Kritische Werte und Ablehnungsbereich: Zu o = 0.05 ist Zi_g =
1.96. Ablehnung von Hy wenn z > 1.96 oder z < —1.96.

Schritt 4: Berechnung des realisierten Werts der Teststatistik:

9.7-10  —0.3

— — —6.t 4.20
0.4/8 0.05 ( )

z =

Schritt 5: Entscheidung: H, wird abgelehnt und die Produktion gestoppt,
da

2= —6< —1.96. (4.21)

4.2.2 Rechtsseitiger Test

(a) Hypothesen und Signifikanzniveau:

Hy:p<po gegen Hy:p > po ; Signifikanzniveau: o  (4.22)

(b) Teststatistik:

X — X — X —
7 = 'uO:\/ﬁ BO oder Z = MO:\/ﬁ
ox o Sz S

(4.23)

1 Bei bekanntem ¢ wiirde man o anstelle von s verwenden.
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(c) Bei Giiltigkeit von Hy (speziell: p = py) gilt:
Z ~ N(0;1). (4.24)

(d) Entscheidungsregel:
Bei dem festgelegten Signifikanzniveau « ist der kritische Wert 2.
Hy wird abgelehnt, wenn fiir den Stichprobenwert z der Teststatistik
7 gilt

Z > 21_q. (4.25)

0.45
0.40 4
0.35 4
0.30 4
0.25 4
0.20 4
0.15 4
0.10 4
0.05 4

0.00 o2

-4 2 0 2 1
20.95
Abbildung 4.3: Rechtseitiger Test

Beispiel: Durchschnittliche Wohnfliche

Nach einer Mitteilung des Statistischen Bundesamtes betrug Anfang 1998 bei
Mieterhaushalten die durchschnittliche Wohnflache je Wohnung im fritheren
Bundesgebiet rund 71 qm. Mit einer Zufallsstichprobe von 400 Mietwohnun-
gen im fritheren Bundesgebiet soll bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
a = 5% getestet werden, ob die mittlere Wohnfliche Anfang 2003 grofier
ist als im Jahr 1998. Die Zufallsstichprobe ergibt eine mittlere Wohnfléche
von 73 qm und die Stichprobenstandardabweichung s = 25 qm, also den
Standardfehler sg = 25/20 = 1.25 qm.

Schritt 1: Hypothesen: Hy: p <71 gegen Hy:p>T71.
Signifikanzniveau: o = 0.05.
Schritt 2: Die Teststatistik ist
X-7 i g S
mit Sy = —.
Sz X N4D
Bei Giiltigkeit von Hy (speziell: u = 71) ist die Teststatistik wegen
n = 400 (grofie Stichprobe) approximativ standardnormalverteilt.

7 —

(4.26)
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Schritt 3: Kritische Werte und Ablehnungsbereich: Zu oo = 0.05 ist z;_,, =
1.645. Ablehnung von Hy wenn z > 1.645.

Schritt 4: Berechnung des realisierten Werts der Teststatistik:

_73-T1
1925

2 1.6 (4.27)

Schritt 5: FEntscheidung: Die Teststatistik fallt mit z = 1.6 < 1.645 nicht
in den Ablehnungsbereich, Hy wird nicht abgelehnt. Die festgestellte
Vergroferung der mittleren Wohnflache von 71 auf 73 gqm ist nicht
signifikant zum 5 %-Niveau.

4.2.3 Linksseitiger Test

(a) Hypothesen und Signifikanzniveau:

Hy:p>po gegen Hy:p < po ; Signifikanzniveau: o (4.28)

(b) Teststatistik:

X — X - X — X
Z ="M =T ey 7= S = O (4090
ox Sz S
(c) Bei Giiltigkeit von Hy (speziell: u = py) gilt:
Z ~ N(0;1). (4.30)

(d) Entscheidungsregel:
Bei dem festgelegten Signifikanzniveau « ist der kritische Wert z, =
—21_o- Hy wird abgelehnt, wenn fiir den Stichprobenwert z der Test-
statistik Z gilt

2 < —Z1_q- (4.31)

Beispiel: Verbraucherorganisation testet das mittlere Brotgewicht,
vgl. Abschnitt 4.1.
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Abbildung 4.4: Linksseitiger Test

4.3 Testen unter Verwendung des p-Werts

In Statistik-Software-Paketen und in der Veroffentlichung von Testergebnis-
sen wird oft ergédnzend zum realisierten Wert der Teststatistik oder sogar
anstelle dieses Werts der sogenannte p—Wert bzw. das empirische Signifi-
kanzniveau angegeben. Darunter versteht man dasjenige Signifikanzniveau
p, bei dem der realisierte Wert der Teststatistik gerade kritischer Wert wére.
Anders formuliert ist p gleich der Wahrscheinlichkeit, mit der - bei Giiltigkeit
der Nullhypothese - der beobachtete Wert der Teststatistik oder sogar noch
unplausiblere Werte realisiert werden.

Ein sehr kleiner p—Wert (z.B. p = 0.005) bedeutet also, dass entweder H
gilt, aber ein dafiir sehr untypisches (seltenes) Stichprobenergebnis realisiert
wurde oder die Nullhypothese nicht richtig ist. Ein sehr kleiner p—Wert
spricht insofern fiir die Ablehnung der Nullhypothese, genauer:

Aquivalent zur Durchfithrung des Tests zum Signifikanzniveau « ist die
Entscheidungsregel:

Hy, ablehnen <= p<a.

Bei einem Signifikanzniveau von o = 5% und einem p—Wert von 0.005 wird
also die Nullhypothese abgelehnt. Ein sehr kleiner p—Wert zeigt dariiber
hinaus an, dass man sich bei der Ablehnung sehr sicher ist (wesentlich
sicherer, als das nominale Signifikanzniveau o = 5% fiir die Ablehnung
verlangt). Wenn dagegen der p—Wert grofer ist (etwa: p = 0.08), ist festzu-
stellen, dass bei einer zugelassenen Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 5%
die Nullhypothese nicht verworfen werden kann, wohl aber, wenn man eine
Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 10% in Kauf nimmt.
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Beispiel: Reiselustige Senioren - Ausgaben fiir Pauschalreisen

Im Rahmen der in fiinfjahrigem Abstand durchgefiihrten Einkommens-
und Verbrauchsstichprobe (EVS) werden Haushalte in Deutschland zu
sdmtlichen Einnahmen und Ausgaben befragt. Im Jahr 2003 ist es wieder so-
weit (Informationen dazu in der Rubrik ,,Haushaltsausstattung und -budget”
unter http://www.destatis.de). Hier beziehen wir uns auf Ergebnisse von
1998, die vom Statistisches Bundesamt am 15.03.2000 als Mitteilungen fiir
die Presse veroffentlicht wurden und unter http://www.destatis.de/presse/
deutsch/pm2000,/p0960024.htm zu finden sind.

Unter der Position Freizeit, Unterhaltung und Kultur wurden auch Ausgaben
fiir Pauschalreisen nachgewiesen. Darin finden sich alle pauschal gebuchten
Reisen von der Tagesexkursion {iiber lingere Urlaubsreisen bis zur Safari.
Selbst organisierte Reisen sind in dieser Position nicht enthalten. Wie das
Statistische Bundesamt aufgrund von Ergebnissen der Einkommens- und
Verbrauchsstichprobe mitteilt, geben Senioren einen iiberdurchschnittlichen
Teil ihrer Verbrauchsausgaben fiir Pauschalreisen aus: Seniorenhaushalte
in Deutschland verwendeten im ersten Halbjahr 1998 mehr als 4 % ihrer
Ausgaben fiir den Privaten Verbrauch auf entsprechende Angebote der Rei-
severanstalter. Haushalte von Pensionéren wendeten fiir Pauschalreisen 1416
DM auf, Rentnerhaushalte 750 DM. Der Durchschnittswert der Ausgaben fiir
Pauschalreisen aller Haushalte in Deutschland lag im ersten Halbjahr 1998
bei 720 DM und damit bei 3 % der Ausgaben des Privaten Verbrauchs. Zum
Vergleich: Im gesamten Jahr 1993 buchten die Haushalte in Deutschland fiir
660 DM Pauschalreisen.

Nun zu unserem Thema, den p—Werten. Stellen Sie sich vor, dass man
zwischen den im 5-jahrigen Abstand durchgefiithrten groflen Einkommens-
und Verbrauchsstichproben Verdnderungstendenzen statistisch abgesichert
mit einer kleineren Stichprobe untersuchen mochte. Mit einer Stichprobe von
100 Haushalten soll gepriift werden, ob sich die durchschnittlichen Ausgaben
fiir Pauschalreisen signifikant verdndert haben (Hy : p = 720 DM gegen
Hy @ p # 720 DM, o = 0.10). Zum Ergebnis des Tests wird angegeben:
Z = 740 DM und ein p—Wert von p = 0.20. Interpretation: Eine Abweichung
des Stichprobenmittels von pg = 720 DM um 20 DM (wie beobachtet) oder
mehr tritt bei Giiltigkeit von Hy mit der Wahrscheinlichkeit von p = 20%
auf. Die Verdnderung ist also nicht signifikant zu dem vorgegebenen Niveau
(a = 10%), Hy wird beibehalten. (Spétestens nach Lektiire des restlichen
Abschnitts sollten Sie in der Lage sein, aus den gegebenen Informationen die
verwendete Standardabweichung der Pauschalreise-Ausgaben als 156 DM zu
rekonstruieren!)
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Im Folgenden betrachten wir, wie man zum realisierten Wert z der Teststa-
tistik den entsprechenden p—Wert berechnet.

4.3.1 Zweiseitiger Test

Zu dem realisierten Wert z der Teststatistik, z = (T — po)/sx, wird der
p-Wert berechnet als P(|Z] > |z|), also:

p=2(1— (). (4.32)

Fall I: [2] <21_a <= p > a (keine Ablehnung von Hy)
Fall I: |z| > z1-a <= p < o (Ablehnung von Hy)
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Abbildung 4.5: Fall I, Bsp.:z2 = —1.2, a« = 0.10
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Abbildung 4.6: Fall I, Bsp.: z = 2.3, = 0.10
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4.3.2 Rechtsseitiger Test

Beim rechtsseitigen Test ist der p—Wert gegeben durch die Wahrscheinlich-
keit, dass die Teststatistik Z - wenn die Nullhypothese mit pu = o gilt -
grofer oder gleich dem realisierten Wert z = (Z — pug)/sx ist. Der p-Wert
wird also berechnet als

p=1-—®(2). (4.33)

Fall I. z<2z_, <= p > « (keine Ablehnung von Hy)
Fall IT: z > 2,_, <= p < a (Ablehnung von Hy)

®
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Abbildung 4.7: Fall I, Bsp.: z = 0.5, = 0.10
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Abbildung 4.8: Fall IT, Bsp.: z = 2.15,a = 0.10
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4.3.3 Linksseitiger Test

Ganz analog ist beim linksseitigen Test der p—Wert gegeben durch die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Teststatistik Z - wenn die Nullhypothese mit p = pyg
gilt - kleiner oder gleich dem realisierten Wert z = (Z — pug)/sx ist. Der
p-Wert wird also berechnet als

p=2(z2). (4.34)

Fall I. z> —2_, <= p > « (keine Ablehnung von Hy)
Fall IT: 2 < —2;_, <= p < « (Ablehnung von H,)

4.4 t-Test fiir den Mittelwert y einer Grund-
gesamtheit

In diesem Abschnitt gehen wir von der folgenden Voraussetzung aus:

Voraussetzung: Die Grundgesamtheit ist normalverteilt, ¥ ~ N(u;o?)
und o ist nicht bekannt.

Relevant ist der t-Test vor allem, wenn der Stichprobenumfang klein ist
(n < 30). Auch bei grolem Stichprobenumfang ist der ¢-Test addquat, al-
lerdings unterscheidet er sich dann nicht mehr nennenswert vom Gauf3-Test.
Unter der genannten Voraussetzung gilt fiir das Stichprobenmittel X aus
einer einfachen Stichprobe zu Y:

X ~ Niod), (4.35)
2 i 4.36

Das mit dem geschitzten Standardfehler Sg = S/y/n standardisierte Stich-
probenmittel, wobei S = v/5? mit

1
n—1

%=

Z(Xl - X>27

i=1

ist dann t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden,
X—p X—p

SX:\/HS

~ tn—1). (4.37)
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Wenn p = pp gilt, ist somit die Teststatistik

X — o X — o
t = = _
5. V'3

t—verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

(4.38)

Die Durchfithrung des t—Tests unterscheidet sich von der Durchfiithrung
des Gauf-Tests nur in Schritt 2 und in Schritt 3:

Schritt 2: Als Verteilung der Teststatistik stellt man die t—Verteilung mit
n — 1 Freiheitsgraden fest, wobei n der Stichprobenumfang ist.

Schritt 3: Die kritischen Werte werden der Tabelle der Perzentile der t¢-
Verteilungen entnommen, und zwar

t1-gin-1 fiir den zweiseitigen Test,
ti—a;n—1 flr den rechsseitigen Test,

—t1_am—1 fiir den linksseitigen Test.

4.5 Approximativer Gaufl-Test fiir einen An-
teilswert p in der Grundgesamtheit

In einer dichotomen Grundgesamtheit gilt fiir den Erwartungswert p der
Indikatorvariable Y mit P(Y = 1) = p und P(Y = 0) = 1 — p bekanntlich
1 = p. Tests auf den Anteilswert p sind also grundsétzlich zugleich Tests auf
den Mittelwert. Wir betrachten wieder die drei Testvarianten:

Zweiseitiger Test: Hy: p=py gegen H;: pF# po.
Rechtsseitiger Test: Hy: p <p, gegen H;: p> po.
Linksseitiger Test:  Hy: p>py gegen Hp: p < pp.

Da der Stichprobenanteil p fiir grofle Stichproben - so grof}, dass sowohl
die erwartete Anzahl der Treffer (npg) als auch die erwartete Anzahl der
Fehlschldge (n(1 — py)) mindestens 5 ist - approximativ normalverteilt ist,
kann approximativ ein Gauf-Test angewandt werden. Dabei wird fiir die
Standardabweichung ¢ verwendet, dass mit dem hypothetischen Anteilswert

po fiir die Standardabweichung gelten muss o = {/pg (1 — pp). Damit ergibt
sich als Teststatistik:

Z = n L (4.39)
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4.6 Verbundene Stichproben: Differenzentest

Wihrend wir bisher Tests auf den Mittelwert eines Merkmals in der Grund-
gesamtheit betrachtet haben (bzw. zuletzt auf einen Anteilswert in einer di-
chotomen Grundgesamtheit), geht es in diesem Abschnitt um den Vergleich
der Mittelwerte zweier Merkmale Y4 und YZ. Dabei bedeutet der Begriff
der verbundenen Stichprobe (englisch: paired sample oder matched
sample), dass die beiden Merkmale nicht in zwei unabhéngigen Stichproben
sondern jeweils paarweise erhoben werden. Der Vergleich der Mittelwerte p4
und p? erfolgt durch die Untersuchung der Differenz § = p# — x4 mit einer
einfachen Stichprobe

X, =X{-XB ... X,=XA-XP

zur Zufallsvariablen Y = Y4 — Y2, Durch die Differenzenbildung werden
zufillige additive Effekte, die sich gleichermiiBig auf beide Variablen X7, X7
eines Paars (bzw. eines Merkmalstriagers) ¢ auswirken, eliminiert. Beispiele

fiir zwei verbundene Stichproben sind etwa:

e Vergleich von Ernteertrigen bei verschiedenen Diingemitteln
Eine verbundene Stichprobe erhilt man, wenn man n Acker jeweils zur
Halfte mit Diingemittel A und zur Hélfte mit Diingemittel B behan-
delt und die Ertrige X, ..., X4 und XZ,... X5 erhebt. Effekte der
unterschiedlichen Bodenqualitiit bei verschiedenen Ackern werden, so-
weit sie additiv den Ernteertrag eines Ackers i verschieben, durch die
Differenzenbildung X — X ausgeschaltet.

e Untersuchung des Effekts einer Schulung von Bankangestell-
ten im Schalterdienst
Bei einer verbundenen Stichprobe wiirde man etwa die Anzahl der in
einer Stunde bedienten Kunden bei n Angestellten vor der Schulung
(X#) und nach der Schulung (XZ i = 1,...,n) erheben. Durch den
Vergleich jeweils bei derselben Person soll der Effekt individueller Lei-
stungsunterschiede reduziert werden. Wenn dagegen die Untersuchung
der Kundenbedienung bei zwei unabhéngig erhobenen Gruppen von
n ungeschulten Angestellten und n? geschulten Angestellten erfolgt,
kann der Schulungseffekt durch unterschiedliche Leistungfdhigkeit der
beiden Gruppen verwischt werden (was aber auch durch Vergréfierung
des Stichprobenumfangs der beiden Zufallsstichproben immer stiarker
ausgeschaltet wiirde).

e Vergleich der Linge des Zeigefingers und des Ringfingers bei
n Personen
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Offensichtlich ist § = p?* — pP der Mittelwert der Differenzvariablen
Y = Y4 — YB. Bei der Untersuchung der Unterschiedlichkeit der beiden
Mittelwerte mit Hilfe der Differenzen betrachten wir wieder den zweiseitigen
Test und einen einseitigen Test. Den einseitigen Test formulieren wir als
rechtsseitigen Test, d.h. wir indizieren dasjenige Merkmal, dessen Mittelwert
wir als den signifikant grofieren nachweisen wollen (H;) mit A:

Zweiseitiger Test:

Hy: pr=pP bzw. § =0 gegen Hy: p? # pP bzw. § # 0.

Einseitiger Test:

Hy: pA <pPbzw. § <0 gegen H;: p” > p®? bzw. § > 0.

Die Durchfiihrung des Differenzentests unter Verwendung der einfachen
Stichprobe der Differenzen X, ..., X, verlauft prinzipiell wie bei anderen
einfachen Stichproben. Wenn die beiden Merkmale Y4 und Y ” normalverteilt
sind (und damit auch deren Differenz V), kann man die Standardabweichung
der Differenzen wie iiblich aus der Stichprobe schétzen und einen ¢—Test
durchfiithren. Unter der Nullhypothese, genauer mit § = 0, ist die folgende
Teststatistik t—verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden:

t= \/ﬁg mit S = J S(Xi — X)? (4.40)

Bei groflen Stichproben (n > 30) kann man - auch ohne Normalverteilungsan-
nahme fiir die Differenzen - approximativ den Gauf}-Test unter Verwendung
der gleichen Teststatistik anwenden.

Beispiel: Vergleich der Montagezeit bei zwei Verfahren

Fiir den Zusammenbau eines Werkstiicks wird eine neue Vorgehensweise in
Betracht gezogen. Es werden n = 7 Arbeiter zufillig ausgewéhlt. Die von
den einzelnen Arbeitern benotigte Arbeitszeit bei dem alten Verfahren wird
erhoben. Nach einer Unterweisung in das neue Verfahren wird wieder die
benotigte Arbeitszeit fiir den Zusammenbau erhoben. Die folgenden Tabelle
gibt die gemessenen Zeiten (in Minuten) an:
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Arbeiter | Altes Verfahren | Neues Verfahren | Differenz (x;)
1 64 60 4
2 71 66 5
3 68 66 2
4 66 69 -3
5 73 63 10
6 62 57 5
7 70 62 8

Es wird angenommen, dass die benotigte Arbeitszeit bei beiden Verfahren
normalverteilt ist, womit auch die Differenz normalverteilt ist.

Das neue Verfahren soll eingefiihrt werden, wenn es die benttigte Arbeitszeit
signifikant verringert (o = 0.05).

Schritt 1: Hy: pray = pinew  (bzZW. 0 = fayy — pfnew = 0)

gegen Hl D Malt > Hneu (bZW 0= Halt — Hneuw > O)
Signifikanzniveau: a = 0.05.

Schritt 2: Die Teststatistik (4.40) ist hier

X 1< _
t=V7Z mit S=,=>(X;-X)?
S 6=
Bei Giiltigkeit von Hy ist die Teststatistik t—verteilt mit 6 Freiheits-
graden.

Schritt 3: Kritische Werte und Ablehnungsbereich: Zu o = 0.05 ist
t(6)1—o = 1.943. Ablehnung von H, (d.h. Einfiihrung des neuen Ver-
fahrens), wenn t > 1.943.

Schritt 4: Berechnung des realisierten Werts der Teststatistik:
_ \/7‘21211}2_( i)? \/7'243—312

=41
7-6 7-6 (e
z 31/7
= — = = 2.791
t V7 s v 4.1975 7
Schritt 5: FEntscheidung: H, wird abgelehnt und das neue Verfahren ein-
gefithrt, da

t=2791 > 1.943.
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4.7 Beziehung zwischen Konfidenzintervallen
und Tests

Im 3. Kapitel wurde das Konzept des Konfidenzintervalls fiir einen Mittel-
wert u (oder einen Anteilswert) zum Konfidenzniveau 1 — « eingefiihrt. Wir
haben zweiseitige, symmetrische Konfidenzintervalle um den Punktschéatzer
it betrachtet. Wie man leicht zeigen kann, besteht die folgende Beziehung
zwischen einem solchen Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — a und
dem zweiseitigen Test zum Signifikanzniveau a auf den Mittelwert (also mit
den Hypothesen Hy : = po, Hy @ pt # p1o):

e Das zu einem Stichprobenergebnis bestimmte Konfidenzintervall zum
Konfidenzniveau 1 — « stimmt iiberein mit der Menge aller derjenigen
Parameterwerte g, fiir die die Nullhypothese des zweiseitigen Tests
zum Signifikanzniveau a akzeptiert wird.

Beispiel: Monatliches Nettoeinkommen in Deutschland

Nach Angaben des Statistischen Bundesamts, die auf der letzten Einkommens-
und Verbrauchsstichprobe (EVS) von 1998 beruhen, betrug das monatliche
Nettoeinkommen pro Haushalt in Deutschland im ersten Halbjahr 1998
im Durchschnitt 5020 DM (Pressemitteilung vom 30. November 1999, vgl.
http://www.destatis.de/presse/deutsch/pm1999/p4100024.htm). Zur Beur-
teilung der Lebensverhéltnisse in einem bestimmten Wohngebiet wurde mit
einer einfachen Stichprobe das durchschnittliche Einkommen pro Haushalt in
diesem Wohngebiet untersucht. Die Stichprobe umfasste 36 Haushalte und
das Stichprobenergebnis lieferte als mittleres Nettoeinkommen 6650 DM und
die Standardabweichung s = 2300 DM in der Stichprobe. Damit ergibt sich
zum Konfidenzniveau 1 — a = 0.95, unter Verwendung der Normalverteilung
(20075 = 1.96) und des Standardfehlers sy = s/6 = 383 DM, als Ergebnis
der Intervallschitzung das Intervall [5899 DM, 7401 DM].

Kann man aufgrund des vorliegenden Stichprobenergebnisses die Nullhypo-
these, dass es sich bei dem Wohngebiet um ein ,,repriasentatives Wohngebiet”
mit g = 5020 DM handelt, bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von oo = 5%
verwerfen? (Ja, denn der Wert 1o = 5020 liegt nicht in dem Konfidenzinter-
vall.)

Analog zu dieser Interpretation des zweiseitigen Konfidenzintervalls als die
Menge derjenigen Parameterwerte pi, die beim zweiseitigen Test akzeptiert
werden, konnen wir auch ein linksseitiges und ein rechtsseitiges Konfidenz-
intervall definieren. Das linksseitige Konfidenzintervall fiir ;1 zum Kon-
fidenzniveau 1 — «a definieren wir als die Menge derjenigen Parameterwerte
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Lo, fiir die die Nullhypothese des linksseitigen Tests
Hy:p=po gegen Hy:p < po (4.41)

zum Signifikanzniveau « beim Stichprobenmittel X akzeptiert wird. Dies
ergibt das Intervall (—oo; X + ﬁzl_a].

Beispiel: Fiir das mittlere Nettohaushaltseinkommens in dem untersuch-
ten Wohngebiet erhélt man aus den oben gegebenen Stichprobendaten als
Ergebnis eines linksseitigen Konfidenzintervalls zum 95 %-Niveau, dass
das mittlere Einkommen in diesem Wohngebiet bis zu 7280 DM betragen
konnte (denn: Z + (s/y/n)z1_q = 6650 + 383 - 1.645 = 7280).

Ensprechend ergibt sich das rechtsseitige Konfidenzintervall zum Konfi-
denzniveau 1 — « als das Intervall [X — ﬁzl_a; 00).

Beispiel: Als Ergebnis eines rechtsseitigen Konfidenzintervalls zur
Vertrauenswahrscheinlichkeit von 95 % erhélt man aus den erhobenen Da-
ten, dass das mittlere Einkommen in diesem Wohngebiet oberhalb von 6020
DM liegen sollte (denn: z — (s/y/n)z1-o = 6650 — 383 - 1.645 = 6020).

4.8 Chi-Quadrat-Test fiir die Varianz

Neben dem Erwartungswert p kann auch die Varianz o? der Verteilung der
Grundgesamtheit Gegenstand eines Tests sein. Zum Beispiel kénnte in der
Qualitatskontrolle interessieren, ob die Streuung einer Linge oder eines Ge-
wichts signifikant grofler als ein vorgegebener zulésssiger Wert ist; man kénnte
untersuchen, ob sich die Varianz der téglichen Wechselkursénderungen zwi-
schen Euro und USD mit der Ankiindigung eines Wechsels im Amt des EZB-
Préasidenten signifikant verédndert. Fiir einen Test auf die Varianz wird der
Vergleich der Stichprobenvarianz S? mit dem hypothetischen Wert o7 rele-
vant sein. Als Verteilung der geeigneten Teststatistik ergibt sich die Chi-
Quadrat-Verteilung, die wir zunéchst kurz vorstellen:

Wenn die Zufallsvariablen 7, ..., Z,, unabhéngig und jeweils standardnor-
malverteilt sind, dann bezeichnet man die Verteilung der Summe der qua-
drierten Zufallsvariablen,

X2(m) =2+ ...+ 72 (4.42)

als Chi-Quadrat-Verteilung mit m Freiheitsgraden. Offensichtlich kann
x%(m) keine negativen Werte annehmen und hat den Erwartungswert m; die
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Varianz von x%(m) ist 2m. Die Prozentpunkte der Chi-Quadrat-Verteilung,
die wir als kritische Werte brauchen, z.B.

X2 (m)o.m ) X2 (m)0.057 X2 (m)O.loa X2 (m)0.90, X2 (m)0.95, X2 (m)0.997

sind fiir verschiedene Freiheitsgrade m tabelliert.

Nach Definition der Chi-Quadrat-Verteilung ist fiir eine einfache Zufalls-
stichprobe X7i,..., X, aus einer N(u,o?) verteilten Grundgesamtheit die
Summe

X, — )2 X, — 1)
( 12u) +_“+( 2#)
g g

(4.43)
XQ—Verteilt_mit n Freiheitsgraden. Wenn man anstelle von p das Stichpro-
benmittel X verwendet, kann man (nicht ganz einfach) zeigen, dass die ent-
sprechende Summe Y2?—verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden ist. Das heifit,

(X -X? (X=X (n-1)s

o2 o2 o2

(4.44)

ist y%2—verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden. Wenn man weiterhin anstelle von

o? einen hypothetischen Wert o2 verwendet, erhiilt man die im Folgenden

verwendete Teststatistik, die unter Hy, d.h. wenn o? = o3 gilt, also x*—

verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden ist.

Die Anwendung des folgenden y?—Tests fiir die Varianz ist unter der Voraus-
setzung zuléssig, dass die Grundgesamtheit, aus der eine einfache Stichprobe
Xi,..., X, vom Umfang n gezogen wird, (zumindest approximativ) nor-
malverteilt ist. Aulerdem gehen wir davon aus, dass g nicht bekannt ist
(sonst wiirde man natiirlich p verwenden und von n Freiheitsgraden der
Teststatistik ausgehen). In der Ubersicht des Testverfahrens betrachten wir
nebeneinander den zweiseitigen und die beiden einseitigen Tests:

(a) Signifikanzniveau: «

Zweiseitiger Test mit: Hy:0? = 0(2) gegen  Hy:o0%+# o0}
Rechtsseitiger Test mit:  Hy: 0® < 0 gegen  H; : 02 > of

Linksseitiger Test mit:  Hy : 0 > ag gegen Hj:o0? < o?.

(b) Teststatistik:
, (n—1)5%

EECETI N WSS PRI
= =g (S x)

=1
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(c) Bei Giiltigkeit von Hy (speziell bei 0% = 03) gilt: x* ~ x?*(n —1).

(d) Entscheidungsregel:
Bei dem festgelegten Signifikanzniveau o wird H, abgelehnt, wenn fiir
den Stichprobenwert x? der Teststatistik gilt:

Zweiseitiger Test:  x* < x*(n — 1)a oder x* > x*(n — 1);_«

2

Rechtsseitiger Test:  x* > x*(n — 1)1-a
Linksseitiger Test:  x? < x%(n — 1),

Beispiel: Prizision einer neuen Abfiillmaschine

Fiir eine neue Abfiillmaschine wird gepriift, ob sie préziser als die alte Anlage
arbeitet (o = 0.01). Bei der alten Maschine betriagt die Standardabweichung
des Fiillgewichts um den eingestellten Wert 5 g. Bei fester Einstellung des
Sollgewichts wird fiir eine Stichprobe von n = 20 jeweils das Fiillgewicht
gemessen (Xi,...,X,). Es wird angenommen, dass das Fiillgewicht nor-
malverteilt ist. Aus dem Stichprobenergebnis wird als Stichprobenvarianz
5?2 = 20.14 g2, also s = 4.49 g, berechnet.

Schritt 1: Signifikanzniveau: a = 0.01.
Hy:0?>250 gegen H,:o0%<25.0

Schritt 2: Die Teststatistik ist

, (h—1)82 19.5?
X =T T s

Bei Giiltigkeit von Hy (speziell bei 02 = 25) ist die Teststatistik Chi-
Quadrat-verteilt mit 19 Freiheitsgraden.

Schritt 3: Kritische Werte und Ablehnungsbereich:
Zu a = 0.01 ist x*(19), = 7.633.
Ablehnung von Hy (d.h. die neue Maschine arbeitet préziser) wenn
x> < 7.633.

Schritt 4: Berechnung des realisierten Werts der Teststatistik:

1952
2" —1531
X~ o5

Vgl. dazu auch Abbildung 4.9.
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Abbildung 4.9: Dichte der y?>—Verteilung mit 19 Freiheitsgraden.

Schritt 5: Entscheidung: H, wird nicht abgelehnt, die Varianz des Fiill-
gewichts ist bei der neuen Maschine nicht signifikant kleiner als bei der
alten Anlage, der realisierte Wert der Teststatistik, 15.31, liegt nicht
im Ablehnungsbereich (0;7.633).

Unter Verwendung der Verteilungsfunktion der x?—Verteilung mit 19
Freiheitsgraden erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeit

P(x* < 15.31|Hy) = 29.7%,

d.h. der p-Wert ist hier gleich 29.7 %, das Ergebnis ist fern von einer
signifikanten Verbesserung der Genauigkeit der Verpackungsmaschine.



Kapitel 5

Chi-Quadrat-Tests auf
Anpassung und Unabhangigkeit

5.1 Vergleich von beobachteten und erwarte-
ten Haufigkeiten: Anpassungstests

Im vorigen Kapitel wurden Tests betrachtet, die eine Entscheidung zwischen
alternativen Hypothesen iiber einen Verteilungsparameter vom beobachte-
ten Stichprobenergebnis abhingig machen. Dabei wurde (insbesondere bei
kleinen Stichproben) vorausgesetzt, dass die Verteilung von Y zu einer be-
stimmten Klasse von Verteilungen gehort (etwa dass Y normalverteilt ist).
Im Verlauf dieses Kapitels werden wir eine Moglichkeit kennenlernen, eine
solche Verteilungsannahme selbst zur Nullhypothese eines Tests zu machen,
also z.B. in Abhéngigkeit vom Stichprobenergebnis zu entscheiden, ob die
Grundgesamtheit normalverteilt ist. Zunédchst kommen wir zuriick auf den
Test auf einen Anteilswert p, den wir nicht nur als einen Parametertest
sondern zugleich als einen Test auf eine hypothetische Verteilung verstehen
konnen.

5.1.1 Anpassung an eine diskrete Verteilung mit £k
Auspriagungen

Im Fall des Tests auf einen Anteilswert p ist die Verteilungsannahme (di-

chotom verteilte Grundgesamtheit) unmittelbarer Ausdruck der dichotomen

Natur des betrachteten Merkmals Y, das nur die beiden Ausprigungen 1

(Treffer) und 0 (Fehlschlag) hat. Der Test auf einen hypothetischen An-
teilswert pg ist zugleich der Test auf die hypothetische diskrete Verteilung

95
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Do, 1 — po des Merkmals Y. Fiir den Fall einer diskreten Verteilung mit nur
zwei Auspragungen haben wir also mit dem Test auf einen Anteilswert p
zugleich einen Test, der die Anpassung der Stichprobenverteilung p,1 — p an
eine hypothetische Verteilung pg, 1 — pg untersucht. Wir erweitern die Fra-
gestellung zunéchst auf diskrete Verteilungen mit k& Ausprdgungen, wobei k
grofler als zwei sein kann, aber nicht sehr grofl sein sollte.

Beispiele:

1. Einfache Zufallsstichprobe von Verkiufen von Zigaretten (k Marken):

Sind die Marktanteile pq, ..., pr unverdndert gegeniiber dem Vorjahr
1, 0R)?

2. Einfache Zufallsstichprobe von 400 Bestellungen bei einem Versand-
handel:

Ist der Eingang von Bestellungen iiber die fiinf Arbeitstage (Montag
bis Freitag) gleichverteilt, (p,...,p?) = (0.2,...,0.2) ?

3. Einfache Zufallsstichprobe von Haushalten:
Hat sich die Einkommensverteilung auf k vorgegebene Einkommensklas-
sen signifikant gegeniiber der letzten Einkommens-und Verbrauchs-
stichprobe des Statistischen Bundesamts geédndert?

Wir gehen also davon aus, dass das betrachtete Merkmal Y k verschiedene
Werte annehmen kann. In den Beispielen:

1. k verschiedene Zigarettenmarken
2. k = 5 unterschiedliche Werktage

3. k unterschiedliche Einkommensklassen

Nach einer vorgebenen hypothetischen Verteilung mit den £ Wahrschein-
lichkeiten bzw. Anteilswerten p{,p9, ... p?, die wir als Referenz betrach-
ten, sind beim Stichprobenumfang n die erwarteten Haufigkeiten fiir die
k Werte gegeben mit npl,npl, ..., np). Diese erwarteten Hiufigkeiten
fiir die £ Werte werden mit den beobachteten Stichprobenhiufigkeiten
ni,na,...,n; verglichen. Als Maf fiir die Abweichung zwischen der theore-
tischen und der beobachteten Haufigkeitsverteilung wird die folgende Test-
statistik verwendet:

V2= 2(7%—7119?)7 (5.1)
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bzw. dquivalent dazu, das n—fache der mittleren quadrierten relativen Ab-
weichung zwischen beobachteten und erwarteten Haufigkeiten

2 k n,-—npo ?
cong ()

0
np;

Beispiel: Verkaufszahlen fiir 6 Zigarettenmarken

Fiir eine Stichprobe von n = 400 verkauften Zigarettenpéckchen werden die
nach den bekannten Marktanteilen im Vorjahr erwarteten Verkaufszahlen
verglichen mit den in der Stichprobe realisierten Verkaufszahlen der 6 Mar-
ken.

Marke 1 2 3 4 5 6
Anteil p? || 0.40 | 0.30 | 0.10 | 0.10 | 0.05 | 0.05

np; 160 | 120 | 40 | 40 | 20 | 20

n; 140 | 130 | 45 | 36 | 23 | 26

Tabelle 5.1: Erwartete und beobachtete Haufigkeiten

o (140-160) (130 - 120) (45— 40)?
X = T 160 120 40
(36 — 40)? (23 —20)? (26 — 20)?
— 6.61
T 6.6

Ein ,,grofler* Wert von x? liefert Evidenz gegen die Giiltigkeit der spezifizier-
ten Verteilung in der Grundgesamtheit. Um einen kritischen Wert (bei gege-
benem Signifikanzniveau) angeben zu konnen, bendtigen wir die Verteilung
der Teststatistik bei Giiltigkeit der spezifizierten Verteilung. Es kann gezeigt
werden, dass die Verteilung der y2-Teststatistik mit wachsendem Stichpro-
benumfang n gegen die

Chi-Quadrat Verteilung mit k& — 1 Freiheitsgraden

konvergiert, wenn die Grundgesamtheit tatsdchlich der hypothetischen Ver-
teilung p%,p9,...,p? geniigt. In dem Beispiel der Marktanteile der 6 Zi-
garettenmarken ist die Teststatistik also bei Giiltigkeit der Nullhypothese
approximativ x?(5)—verteilt. Damit die Approximation nicht zu schlecht ist,
muss der Stichprobenumfang n grofl genug sein, dass die erwartete Haufigkeit
np? fiir jedes ¢ = 1,..., k mindestens 5 ist; vgl. unsere entsprechende Bedin-
gung fiir die Anwendung des Gauf3-Tests beim Test auf einen Anteilswert.



5.1 Vergleich von beobachteten und erwarteten Haufigkeiten: Anpassungstests 58

Fiir den speziellen Fall £ = 2 konnen wir die Verteilungsaussage fiir die
x2—Teststatistik verifizieren. Mit den Bezeichnungen

») = po und n; =np

Py = 1—py und ny=n(l—p)

folgt in diesem Fall leicht, dass die y2-Teststatistik identisch ist mit dem
Quadrat der approximativ standardnormalverteilten Teststatistik Z in
(4.39), die beim Test auf den Anteilswert py verwendet wurde, denn:

A e
X = oy 0
P1 nps
_ pmmm) (0 —5) —n(l )
npo n(1—po)
Y 2
_ ((p Po)* (o —D) )
Po 1 —po
n (15—100)2
Po(1 —po)
- 7?2

Nach Definition (4.42) ist die Verteilung von x> = Z? die Chi-Quadrat-
Verteilung mit 1 Freiheitsgrad.

Die Durchfiithrung des Anpassungstests kann wieder in 5 Schritte geglie-
dert werden Jeder Schritt wird jeweils konkretisiert fiir das oben erwihnte
Beispiel 2, wobei angenommen wird, dass eine Stichprobe von n = 400
Bestellungen die folgende Verteilung der Eingénge auf die 5 Werktage liefert

ny = 105, ny = 85, n3 = 65,14 = 65, n5 = 0.

Schritt 1: Festsetzung von o und Formulierung der Hypothesen:

Hy: Die Verteilung der diskreten Zufallsvariablen Y mit
k Auspragungen vy, ...,y ist gegeben durch k
Wahrscheinlichkeiten p?, ..., p? mit P(Y =y;) =pd,i=1,....k,

Hi: Y hat nicht die unter Hy angegebene Verteilung.

(Beispiel: v = 0.10, Hy : (pY,...,p?) = (0.2,...,0.2), d.h. Gleichvertei-
lung)
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[
b
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0.4 | \m = 2 Freiheitsgrade
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Abbildung 5.1: Dichtefunktion der yx2-Verteilung mit m Freiheitsgraden

Schritt 2: Priifung des Stichprobenumfangs und Verteilung der Teststati-

stik:
Wenn
np >5,...,npy > 5, (5.2)
dann ist die Teststatistik
i (n; — ”p?)Q
=3 (5.3)

x2-verteilt mit k — 1 Freiheitsgraden.
(Beispiel: n = 400 und np? = 80 > 5 fiir i = 1,...,5, Teststatistik ist
approximativ y?-verteilt mit & — 1 = 4 Freiheitsgraden.)

Schritt 3: Bestimme den tabellierten kritischen Wert x3_, zur x*-Verteilung
mit k£ — 1 Freiheitsgraden und den Ablehnungsbereich (x?__, o).
(Beispiel: Zu o = 0.10 und k — 1 = 4 Freiheitsgraden ist der kritische
Wert x§g0.4 = 7.779, d.h. Hy ablehnen, wenn x* > 7.779)

Schritt 4: Berechnung des Stichprobenwerts der Teststatistik:
(Beispiel: Mit der angegebenen Stichprobenverteilung der Bestellungen
n1, M9, n3,ng,ns auf die 5 Werktage und mit np = 80 folgt: x* =
(25% + 5% + 152 4+ 15% + 0%) /80 = 13.75).

Schritt 5: Entscheidung:
Hy wird abgelehnt, wenn x? > x%__.
(Beispiel: Hy wird abgelehnt, da x? = 13.75 > 7.779. Die Verteilungs-
funktion liefert als p—Wert p = P(x?*(4) > 13.75) = 0.00814, d.h. die
Nullhypothese der Gleichverteilung wird auch bei wesentlich geringerer
Irrtumswahrscheinlichkeit als o = 0.10 verworfen.)
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Im folgenden verallgemeinern wir die Anwendung des y2-Anpassungstests
nacheinander in zwei Richtungen. Zum einen lassen wir zu, dass die hypo-
thetische Verteilung nicht mehr vollstédndig spezifiziert ist unter Hy, son-
dern noch von einem oder mehreren () unbekannten Parametern abhéngig
ist. Wir entscheiden also anhand der Stichprobe iiber die Zugehorigkeit der
Verteilung von Y zu einer gegebenen Familie von Verteilungen. Zum an-
dern wenden wir den y2-Anpassungstest nicht nur auf Verteilungen mit k
Auspragungen an, sondern auch auf Verteilungen mit unendlichem Wertebe-
reich, insbesondere auch auf stetige Verteilungen. Dazu bilden wir Klassen
und vergleichen die erwarteten Klassenhéufigkeiten mit den beobachteten
Klassenhaufigkeiten.

5.1.2 Test auf Zugehorigkeit zu einer Familie von Ver-
teilungen

Wenn die unter Hy angegebene Verteilung noch von r unbekannten Para-
metern - einem Parametervektor 6 - abhéngig ist, wird zunéchst mit der
vorliegenden Stichprobe eine Maximum-Likelihood-Schétzung der Parame-
ter durchgefiihrt. Mit den Maximum-Likelihood-Schétzwerten wird aus der
Familie von Verteilungen diejenige Verteilung ausgewihlt, die (geméafi dem
ML-Prinzip) am besten zu der Stichprobe passt. Der x2-Test wird auf diese
vollsténdig spezifizierte Verteilung angewandt. Durch die Schéatzung der r
Parameter aus den Stichprobendaten wird die Anzahl der Freiheitsgrade um
r verringert. Die Teststatistik ist dann also nicht mehr mit & — 1 Freiheits-
graden verteilt, sondern y2-verteilt mit & — 1 — r Freiheitsgraden.

5.1.3 Anwendung auf Klassenhiufigkeiten

Von grofier praktischer Bedeutung ist die Erweiterung des y?-Anpassungstests
auf diskrete Verteilungen mit unendlichem Wertebereich (z.B. Poissonvertei-
lung) und auf stetige Verteilungen. Dazu wird der Wertebereich von Y in k
disjunkte, aneinander angrenzende Intervalle unterteilt, £ > 2.

Betrachten wir zunéchst wieder den Fall, dass unter H, fiir Y eine Ver-
teilung vollstandig spezifiziert wird, z.B.

Hy : Y ~ N(500;10%).

Damit koénnen die k Intervallwahrscheinlichkeiten p?, ..., pY bei Giiltigkeit
der hypothetischen Verteilung berechnet werden. Fiir einen Stichprobenum-
fang von n = 100 nehmen wir eine Klassen-Unterteilung in 7 Intervalle an:
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i | Intervall p? np?

1| (-00,486] | 0.0808 | 8.08

0.1612 | 16.12

0.1787 | 17.87

0.1787 | 17.87

( ]
( ]
(498,502] | 0.1586 | 15.86
( ]
( ]| 0.1612 | 16.12

N | OO W N

(514,00) | 0.0808 | 8.08

Tabelle 5.2: Klassenwahrscheinlichkeiten und erwartete Klassenhaufigkeiten
unter Hy: Y ~ N(500;10?) mit n = 100.

Der y2-Anpassungstest wird dann auf die beobachteten Klassenh#ufigkeiten
ni,Na, - -+, ny und die unter der hypothetischen Verteilung erwarteten Klas-
senhiufigkeiten np?, ... npd angewandt. Die x?—Teststatistik (5.1) ist ap-
proximativ y2-verteilt mit k& — 1 = 6 Freiheitsgraden.

Bei der Unterteilung in Intervalle sollte darauf geachtet werden, dass die
Approximationsbedingung (np? > 5) erfiillt ist; gegebenenfalls kénnen be-
nachbarte Klassen zusammengelegt werden, um die Bedingung zu sichern.
Offensichtlich ist fiir die Unterteilung in Intervalle ein betréchtlicher Spiel-
raum gegeben; wenn die Approximationsbedingung erfiillt ist, liegt aber die
Irrtumswahrscheinlichkeit fiir eine félschliche Ablehnung der Verteilungshy-
pothese unabhéngig von der speziellen Klasseneinteilung beim gewéhlten
Signifikanzniveau «. Beziiglich des Fehlers zweiter Art ist bei einer sehr
groben Klasseneinteilung zu beachten, dass dadurch die implizierten Klas-
senwahrscheinlichkeiten nicht sehr spezifisch fiir die hypothetische Verteilung
sind. Insofern ist die empirische Evidenz fiir die hypothetische Verteilung
dann auch bei Annahme der Nullhypothese bei sehr grober Klasseneinteilung
nicht sehr grof.

Wenn als Nullhypothese die Zugehorigkeit der Verteilung von Y zu einer
parametrischen Familie von Verteilungen formuliert wird, z.B.

Hy:Y ~ N(u.o?),

dann sind die Klassenwahrscheinlichkeiten abhéngig von den unbekannten
Parametern, z.B. fiir die Klassen der Tabelle (5.2):
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P(Y < 486) = (M) = pi(p,0)
P(486 <Y <493) = () — p(£E) =i py(u,0)
P(493 <Y <498) = O(28£) — o(1=2) =i ps(u,0)
PAB <Y <502) = () p(2E=t) = py(u,0)
P(502 <Y <507) = @O(2T£) — p(222) =i ps(u,0)
P(507T <Y <514) = O(H£) — o(XE) =i pg(u,0)
P(514 <Y) = 1% =t pr(p,0)
Die Maximierung der Likelihoodfunktion
L(p,o;n1,...,n7) = [p1(p, o)™ - ...« [pr(p, o)™ (5.4)

liefert dann ML-Schétzer ji, &, mit denen man die Klassenwahrscheinlichkei-
ten und die erwarteten Klassenhdufigkeiten unter der Nullhypothese, dass
die Grundgesamtheit normalverteilt ist, berechnen kann. Die resultierende
x>-Statistik ist dann nicht mehr approximativ x?(6)—verteilt, da r = 2 Pa-
rameter, ;4 und o, aus der Stichprobe geschéitzt wurden. Die Teststatistik ist
approximativ y2—verteilt mit k —r — 1 =7 — 2 — 1 = 4 Freiheitsgraden.!

5.2 Chi-Quadrat-Test auf Unabhingigkeit von
zwei statistischen Variablen

Wir betrachten die gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen XY
mit k bzw. r verschiedenen Auspragungen Ai,..., Ay bzw. By,..., B, (ge-
gebenenfalls auch k& bzw. r verschiedenen Klassen). Auf der Grundlage ei-
ner zweidimensionalen einfachen Zufallsstichprobe (X1,Y7),...,(X,,Y,) zu

'Wenn man die ML-Schétzer nicht mit den klassierten Daten durch Maximierung von
(5.4) bestimmt, sondern durch die iiblichen ML-Schétzer aus den unklassierten Daten, im
Fall der Normalverteilung also durch

=% und o?= lzn:(xi—a_:)Q
s ’
dann ist die resultierende Teststatistik (auch bei groem Stichprobenumfang n) nicht mehr
X2 (k —r —1)—verteilt. Der kritische Wert y3_,, der Verteilung der Teststatistik liegt dann
zwischen x2(k —1—7)1_ und x?(k — 1)1_4, vel. dazu Albrecht[1980], On the correct use
of the Chi-Square Goodness-of-fit Test, Scand. Actuarial J. 149-160.
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(X,Y) soll eine Entscheidung getroffen werden, ob X und Y in der Grund-
gesamtheit unabhéngig verteilt sind. Der folgende Test, der auch als Kon-
tingenztest bezeichnet wird, basiert darauf, dass man fiir alle Paare (i, j)
vergleicht

e 1n;;, die beobachtete gemeinsame Haufigkeit der Ausprigung (A4;, B;),

e 7;;, die bei Unabhéngigkeit (und den beobachteten Randhaufigkeiten)
erwartete gemeinsame Haufigkeiten von (4;, B;).

Als Vergleichsmafl wird wieder die y2-Teststatistik verwendet.
Beispiel: Tégliche Fahrzeit (X) und Geschlecht (Y):

Angenommen eine einfache Zufallsstichprobe von n = 2000 Berufstétigen in
Frankfurt/Main liefert die folgenden Daten einer Kontingenztabelle:

(Y) Fahrzeit (min) Randh&ufigkeit
(X) Geschlecht | ¥y <30 |30 <y <60 |y>60 Nie
Ménnlich 524 455 221 1200
Weiblich 413 263 124 800
TNej 937 718 345 2000

Tabelle 5.3: Kontingenztabelle: Beobachtete Haufigkeiten

Unter Verwendung der relativen Randhéufigkeiten aus der Stichprobe als
Schitzwerte fiir die Randwahrscheinlichkeiten erhalten wir die (geschétzten)
erwarteten gemeinsamen Hiufigkeiten bei Giiltigkeit der Unabhéngigkeit
von X und Y mit

fij=m - 2 = e (5.5)

In Tabelle 5.4 ist die Berechnung dieser erwarteten Héufigkeiten n;; fiir das
Beispiel angegeben. Die Kombination der beobachteten Haufigkeiten mit den
erwarteten Haufigkeiten (in Klammern) wird mit Tabelle 5.5 dargestellt.

Die Teststatistik ist

r NG — sz 2
X2 — Z ( J _ J) ) (56)
i=1 j=1 ij
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Die Anzahl der Freiheitsgrade fiir die y?—Verteilung ist
(k—=1)-(r—1). (5.7)
y<30|30<y<60|y>60| n
" 937-1200 718-1200 345-1200
Mannl. | =555 2000 2000 | 1200
. 937-800 718-800 345-800
Weibl. 2000 2000 2000 800
Tej 937 718 345 | 2000

Tabelle 5.4: Kontingenztabelle: Erwartete Héaufigkeiten

y<30|30<y <60 |y=>60| ng
, 524 455 221
Mannl. |6, o) (430.8) (20r0) | 1200
: 413 263 124
Weibl. | 7)) (287.2) (13s.0) | 800
Nej 937 718 345 2000

Tabelle 5.5: Kontingenztabelle: Beobachtete und erwartete Haufigkeiten
In unserem Beispiel ist (k —1)(r — 1) = 2 und

, (524 —562.2)% (455 — 430.8)>
X =

(124 — 138)?
L 1295,
562.2 1308 T 138

Abschlieflend noch einmal die einzelnen Schritte der Durchfiithrung des Kon-
tingenztests:

Schritt 1: Festlegung von a und Formulierung der Hypothesen:

Hy:  X,Y sind unabhéngig verteilt

(mit k& bzw. r verschiedenen Auspriagungen)

H,: X,Y sind abhéngig
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Schritt 2: Uberpriife die Bedingung fiir eine , groBe Stichprobe” fiir die
x2-Verteilung der Teststatistik y:

Niellej

n
Schritt 3: Bestimme den kritischen Wert y2__ fiir die y?-Verteilung mit
(k—1)-(r — 1) Freiheitsgraden und den Ablehnungsbereich
(Hy ablehnen, wenn x? > x3__)
(Im Beispiel: x§ g5.5 = 5.99)

Schritt 4: Berechne den Stichprobenwert der Teststatistik

" Ng; — fll 2
X2 — Z ( J _ ]) ) (59)
i=1j=1 Mg
Schritt 5: Entscheidung (Beispiel: Hy ablehnen, da x? = 12.25 > 5.99 =
X%.%Q. Fahrzeit und Geschlecht sind nicht unabhéngig. Fiir den p—Wert
erhilt man P(x?(2) > 12.25) = 0.0029.)



Kapitel 6

Vergleich der Lage von
Verteilungen mit unabhingigen
Stichproben

6.1 Zweistichproben-Tests

In diesem Abschnitt geht es um den Vergleich von zwei Populationen oder
von zwei Verteilungen beziiglich des Erwartungswertes, bzw. des Medians (im
dritten Abschnitt 6.1.3). Im Gegensatz zu dem Differenzentest bei verbunde-
nen Stichproben gehen wir im Folgenden davon aus, dass zwei unabhéngige
einfache Stichproben

Xq,...,X, zur Verteilung von X und
Y1, ..., Y, zur Verteilung von Y

vorliegen.

Beispiel: Anfangsgehilter von méannlichen und weiblichen Diplom-
kaufleuten

Um die mittleren Anfangsgehélter von Frauen und Méannern nach Abschluss
des BWL-Studiums zu vergleichen, wird eine einfache Stichprobe vom Um-
fang n aus der Grundgesamtheit der weiblichen Absolventen und unabhéngig
davon eine einfache Stichprobe vom Umfang m aus der Grundgesamtheit der
ménnlichen Absolventen eines Abschlussjahrgangs gezogen und jeweils das
erzielte Jahreseinkommen in der ersten Stelle nach dem Studienabschluss
erhoben.

66
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Wir betrachten das Testproblem fiir folgende Hypothesenpaare:

Hy:px =py gegen  Hy:pux # py bzw.
Ho:px < py  gegen  Hy:pux > py bzw.
Ho:px > py  gegen  Hy:pux < py

wobei px und py die Erwartungswerte der beiden Verteilungen bezeichnen.
Die Varianzen werden mit 0% und o3 bezeichnet, die Stichprobenmittel und
Stichprobenvarianzen entsprechend mit X,Y und S%,S5%. Wegen der Un-
abhéngigkeit der beiden Stichproben gilt dann fiir den Erwartungswert und
die Varianz der Differenz der Stichprobenmittel:

2 2
BE(X-Y)=pux —py und Var(X -Y)= x4 (6.1)

n m
Wie beim Differenzentest ist die Differenz der Stichprobenmittel fiir den Ver-
gleich von py und py relevant; der Unterschied in der verwendeten Test-
statistik ergibt sich aus der unterschiedlichen Varianz dieser Differenz bei

unabhéngigen Stichproben.

6.1.1 Zweistichproben-Gauf3-Test

Der wichtigste Anwendungsfall des Zweistichproben-GauB-Tests liegt vor,
wenn

der Stichprobenumfang grof} ist (n > 30, m > 30) und
die Varianzen ¢% und 0% unbekannt sind.

Dann gilt der Gauf-Test approximativ.

Zunéchst betrachten wir vereinfachend die Teststatistik unter der stéarkeren
Voraussetzung, dass X und Y normalverteilt sind und die Varianzen 0%, 0%
bekannt sind. Dann ist auch die Differenz der Stichprobenmittel normalver-
teilt und die Teststatistik

X-Y

Z=-2_1 (6.2)
0'2 0'2
_X+_Y

ist standardnormalverteilt, wenn Hy mit pux = py gilt. Diese Teststatistik
ist natiirlich nur dann anwendbar, wenn die Varianzen 0% und ¢ bekannt
sind.
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Wenn X und Y normalverteilt sind, die Varianzen der beiden Verteilun-
gen aber unbekannt sind - was in der Regel der Fall sein wird - dann wird
man an ihrer Stelle die Stichprobenvarianzen S% und S% verwenden. Die
resultierende Teststatistik ist approximativ ¢-verteilt, wobei die Anzahl der
Freiheitsgrade von n,m und S%,S% abhiingig ist (vgl. z.B. in Schlittgen).
Wenn die beiden Stichprobenvarianzen S%,S% nicht zu stark voneinander
abweichen (nicht mehr als im Verhéltnis 1:3) dann geniigen schon die Stich-
probengréflen n > 20, m > 20, um den Gauf-Test approximativ anzuwenden.
D.h. auch fiir die Teststatistik unter Verwendung der geschétzten Varianzen,

g XY (6.3)

b
/ SQX 512,
n m

bestimmen wir den Ablehnungsbereich mit den Perzentilen Zi-g bzw. z1_q
der Standardnormalverteilung, wenn n > 20, m > 20.

Wenn X und Y nicht normalverteilt sind, entsteht nicht nur durch die
Verwendung der geschétzten Varianzen, sondern auch durch die Anwendung
des zentralen Grenzwertsatzes ein Approximationsfehler. Daher miissen in
diesem Fall die Anforderungen an den Stichprobenumfang hoher gesetzt wer-
den (n > 30,m > 30), um die Verwendung der Standardnormalverteilung
fiir die Bestimmung der kritischen Werte zu rechtfertigen.

Beispiel: Gehaltsniveau im Kredit-und Versicherungsgewerbe
Nach Angaben des Statistischen Bundesamtes (vgl. http://www.destatis.de)
lag der mittlere Bruttomonatsverdienst von Angestellten im Kreditgewerbe
im Jahr 2002 bei 3141 €, im Versicherungsgewerbe bei 3312 €. Angenommen
diese Mittelwerte ergeben sich aus unabhingigen Stichproben vom Umfang
n = 500 und m = 400, mit Stichprobenstandardabweichungen von 550 €und
500 €. Unterscheidet sich unter diesen Annahmen das Gehaltsniveau signifi-
kant beim Signifikanzniveau o = 0.057

Wir bezeichnen die Bruttomonatsverdienste von Angestellten im Kreditge-
werbe mit X und im Versicherungsgewerbe mit Y, also z = 3141,y = 3312
und sy = 550, sy = 500.

Schritt 1: Hy: pux = py gegen Hi: ux # py
Signifikanzniveau: a = 0.05.

Schritt 2: Die Teststatistik (6.3) ist dann
X-Y
S2 | S2
500 T 100

7 —
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Bei Giiltigkeit von Hj ist die Teststatistik appoximativ standardnor-
malverteilt.

Schritt 3: Kritische Werte und Ablehnungsbereich:
Zu o = 0.05 ist z,_« = 1.96. Ablehnung von Hy, wenn [z| > 1.96.

Schritt 4: Berechnung des realisierten Werts der Teststatistik:

3141 — 3312
p= 2 488
5502 + 5002
500 400

Schritt 5: Entscheidung: H, wird abgelehnt (das Gehaltsniveau im Kredit-
gewerbe und im Versicherungsgewerbe unterscheidet sich signifikant),
da |z| = 4.88 > 1.96.

6.1.2 Zweistichproben-t-Test

Der folgende Zweistichproben-t-Test ist angebracht, wenn die folgenden Vor-
aussetzungen angenommen werden kénnen:

X und Y sind normalverteilt und

die (unbekannten) Varianzen ¢% und o% sind gleich.

Mit der Annahme der Normalverteilung und gleicher Varianz von X und Y
geht es also um die Frage, ob X und Y die gleiche Verteilung haben (unter
Hy @ pux = py), oder ob sich die Verteilung von X und Y (nur) durch eine
Lageverschiebung unterscheiden. Die Annahme, dass die Varianz in beiden
Populationen gleich ist, fithrt zur Schiitzung dieser Varianz o2 unter Verwen-
dung der beiden unabhéngigen Stichproben mit dem gepoolten Schétzer

i (X = X2+ (Y - YY) (n = 1S+ (m - 1)SP

52: = - — . 64
n+m—2 n+m—2 (6-4)

Wenn beide Stichproben gleich grof sind (n = m), vereinfacht sich dieser
Ausdruck zu
S5+ 5%
= R
Allgemein ist der gepoolte Schétzer ein gewogenes Mittel aus den beiden
getrennten Schitzfunktionen S% und SZ. Als Teststatistik erhalten wir unter
Verwendung des gepoolten Varianzschitzers S? an Stelle von S% und S% in
(6.3) die Teststatistik
X-Y nm X-Y
%2 + %2 " \nEm S

52

(6.5)
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Wenn die Nullhypothese mit px = py gilt, dann ist diese Priifgrofie ¢-verteilt
mit n + m — 2 Freiheitsgraden. Als kritische Werte sind also die Quantile
der t(n + m — 2)-Verteilung zu verwenden, bzw. fiir grofiles n + m auch
néherungsweise die der N(0; 1)-Verteilung.

Beispiel: Wirksamkeit einer Werbeaktion

Neben einer bundesweiten Radio/TV-Werbekampagne fiir ein Shampoo
wird regional begrenzt eine zusitzliche Werbeaktion durchgefithrt. Deren
Wirksamkeit soll durch den Vergleich der prozentualen Absatzédnderung in
einer Woche gegeniiber dem durchschnittlichen wochentlichen Absatz im
Vormonat untersucht werden. Es sei

X die prozentuale Absatzénderung in Supermérkten, die nicht von der
zusatzlichen Werbeaktion beriihrt werden,

Y die prozentuale Absatzdnderung unter Einfluss der Sonderaktion.

Es wird angenommen, dass X und Y als normalverteilte Zufallsvariablen
mit einheitlicher Standardabweichung o betrachtet werden kénnen. Die Ab-
satzénderungen werden in einer Stichprobe von 10 Supermérkten ohne Son-
deraktion und in einer Stichprobe von 5 Supermérkten mit Sonderaktion
erhoben. Die beiden unabhéngigen Stichproben ergeben

65 s%=2025 (n=10)
j=80  s2=2304 (m=D5)

Zum Signifikanzniveau a = 0.05 soll untersucht werden, ob die Sonderaktion
zu einer signifikanten zusétzlichen Absatzerhohung (bzw. zu einer Verschie-
bung der Verteilung von Y nach rechts) gefiihrt hat.

Schritt 1: Hy: ux = py gegen Hi:pux < py
Signifikanzniveau: « = 0.05.

Schritt 2: Die Teststatistik ist

mit
(n—1)S% + (m—1)Sy  95% +45%

S? =
n+m-—2 13

Bei Giiltigkeit von Hj ist die Teststatistik ¢t-verteilt mit n+m —2 =13
Freiheitsgraden.
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Schritt 3: Kritische Werte und Ablehnungsbereich:
Es wird ein linksseitiger Test durchgefiihrt. Zu o = 0.05 ist ¢;_4.13 =
1.771; Ablehnung von Hy, wenn t < —1.771.

Schritt 4: Berechnung des realisierten Werts der Teststatistik:

9s% + 4s2 9-20.25+4-23.04

2 X Y

= = = 21.1085.
s 13 E 085

Ty _ 6.5 —8.0 0596
V0.3s2  1/0.3-21.1085

t =

Schritt 5: Entscheidung: H, wird nicht abgelehnt (die Absatzerhthung
durch die Sonderaktion ist nicht signifikant), da t = —0.596 > —1.771.

6.1.3 Rangsummentest von Wilcoxon

Wenn die Annahme der Normalverteilung fiir X und Y nicht gerechtfertigt
ist und der Stichprobenumfang klein ist, sollte weder der Zweistichproben-
Gauf3-Test noch der Zweistichproben-t-Test angewandt werden. Fiir diesen
Fall betrachten wir den verteilungsfreien Rangsummentest von Wilco-
xon. Dabei geht es um die Entscheidung, ob X und Y die gleiche Verteilung
besitzen oder sich (nur) beziiglich der Lage unterscheiden. Den Lageunter-
schied kann man durch unterschiedliche Mediane erfassen, die wir im folgen-
den mit fix bzw. [y bezeichnen, so dass wir unter der Voraussetzung des
gleichen Verteilungstyps testen

Ho: px =py  gegen Hi:[ix # fiy bzw.
Hy: px =py  gegen Hy:fix <fiy bzw.
HO : IINLX = ,ELY gegen H; IINLX > ,Eby.

Die Konstruktion des Tests beruht vor allem auf kombinatorischen Uber-
legungen. Zwei unabhéngige Stichproben vom Umfang n zu X und vom Um-
fang m zu Y konnen unter der Nullhypothese als eine einfache Stichprobe
vom Umfang n+m aus einer Population betrachtet werden. Alle n+m Stich-
probenwerte werden aufsteigend der Gréfle nach geordnet. Damit erhélt jedes
der Ergebnisse xy,...,x, einen Rangwert und die Summe dieser Rang-
werte wird mit Rx bezeichnet. Entsprechend ist Ry die Rangwertsumme
der m Realisationen von Y in der geordneten Gesamtstichprobe. Da jeder
Rangwert 1,...,n + m einmal angenommen wird, gilt insgesamt

n+m 1
Byt Ry — S i (n+m)(7’;+m+ ).

=1

(6.6)
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Unter der Nullhypothese ist der Erwartungswert des Rangwerts fiir jede ein-
zelne Stichprobenvariable gleich dem mittleren Rangwert

Rx+Ry n+m+1
n+m 2

Y

womit sich fiir die Rangwertsumme Ry der Erwartungswert

n(n+m+ 1)

E(Rx) = 5

(6.7)
ergibt. Wenn die Verteilung von X nach rechts verschoben ist (fix > fiy),
wird man mit einem hoheren Wert von Rx rechnen miissen, bei einer Ver-
schiebung nach links werden die Stichprobenvariablen zu X eher die unteren
Rangpléatze besetzen und man wird mit einem kleineren Wert von Rx rech-
nen.

Fiir die Varianz von Ry kann man zeigen, dass unter der Nullhypothese gilt

n-m-(n+m+1)

Var(Rx) = D . (6.8)

Bei groflem Stichprobenumfang kann die Verteilung der Rangwertsumme
Rx durch eine Normalverteilung approximiert werden, so dass man approxi-
mativ einen Gauf-Test fiir die standardisierte Rangsumme als Teststatistik
7 anwenden kann,

n(n+m-+1)
z-Bx= (6.9)
nm(ntm+1) )
12

Fiir den Fall einer kleinen Stichprobe betrachten wir die Losung des Test-
problems mit Hilfe der Kombinatorik im Folgenden anhand eines Beispiels.

Beispiel: Anfangsgehilter von méinnlichen und weiblichen Diplom-
kaufleuten

Fiir eine einfache Stichprobe von 3 Diplom-Kauffrauen (n = 3, Anfangsge-
halt: X)) und 7 Diplomkaufménnern (m = 7, Anfangsgehalt: V) wird jeweils
das Anfangsgehalt erhoben. Dann gibt es

(1))

unterschiedliche Moglichkeiten fiir die Belegung von 3 Rangplatzen durch
die n = 3 Frauen in der (ansteigend) geordneten Liste der Anfangsgehélter.
Wenn die Nullhypothese gilt (d.h. die Verteilung der Anfangsgehélter ist fiir
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Frauen und Ménner gleich), dann ist jede dieser 120 moglichen Folgen gleich
wahrscheinlich (mit Wahrscheinlichkeit %0) Wir wollen die Nullhypothese
testen gegen die Hypothese, dass die Verteilung der Anfangsgehiélter fiir Frau-
en nach links verschoben ist, d.h. dass H; : jix < fiy gilt.

Angenommen die Stichprobe liefert die folgende Einordnung der Frauen und
Ménner: (z y vy z y y vy y y), d.h. die X-Rangpliatze 1,3 und 5 und die
Rangwertsumme Rx = 1+ 3+ 5 = 9. Wir bestimmen den p-Wert fiir dieses

Stichprobenergebnis als die Wahrscheinlichkeit
p= P(Rx < 9[Hy). (6.10)

Wenn die berechnete Wahrscheinlichkeit p kleiner als 10% ist, dann verwerfen
wir die Nullhypothese und betrachten den Gehaltsabschlag fiir Frauen als
signifikant zum Niveau o = 10%. Um die Wahrscheinlichkeit p zu berechnen,
bilden wir die Liste aller moglichen X-Rénge mit niedriger Rangwertsumme
Rx, beginnend mit dem Extremfall, dass die drei niedrigsten Gehélter an
Frauen gezahlt werden:

X — Rénge Rx=r | P(Rx=r)
(1,2,3) 6 5
(1,2,4) 7 3
(1,3,4),(1,2,5) 8 oo
(1,3,5),(1,2,6),(2,3,4) 9 ==
(1,2,7),(1,3,6),(1,4,5),(2,3,5) 10 5

Tabelle 6.1: Niedrige X-Rangwertsummen und Wahrscheinlichkeiten

Fiir den p-Wert zum Stichprobenergebnis Rx = 9 folgt damit:

7
p= P(Rx <9|Ho) = 155 = 0.0583
Zum vorgegebenem Signifikanzniveau o = 10% wird die Nullhypothese
(,das Gehalt fiir Frauen ist im Mittel nicht niedriger”) also abgelehnt, der
Gehaltsabschlag ist bei dieser Irrtumswahrscheinlichkeit signifikant. Zum
Signifikanzniveau von 5% kann die Nullhypothese nicht verworfen werden.
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Die kleine Stichprobe liefert keine ausreichende empirische Evidenz, um die
Nullhypothese mit dieser geringen Irrtumswahrscheinlichkeit zu verwerfen.

Obwohl der Stichprobenumfang in dem betrachteten Beispiel klein ist, wollen
wir zum Vergleich auch die Approximation mit dem GauB-Test betrachten.
Fiir n = 3,m = 7 erhalten wir mit (6.7) und (6.8)

nm(n +m+ 1)
12

n(n+m+1)

E(Rx) = 5

=16.5, Var(Rx) = = 19.25.

Mit dem angenommenen Stichprobenergebnis, bei dem die 3 Frauen die
Rangplétze 1,3 und 5 in der (ansteigend geordneten) Gehaltsliste belegt hat-
ten, ist die realisierte Rangwertsumme Ry = 9 und wir erhalten fiir die
Realisierung der Teststatistik (6.9):

9-165
V19.25

Fiir den linksseitigen Test gegen H; : fix < fiy ist der kritische Wert zum
Signifikanzniveau a = 0.05 gegeben mit —z;_, = —1.645. Unter Verwendung
des approximativen Gauf-Tests ist die Nullhypothese also zum 5%-Niveau
abzulehnen, da —1.71 < —1.645.

Der p-Wert zum realisierten Wert z = —1.71 der Teststatistik ergibt sich
beim linksseitigen Gauf-Test mit P(Z < —1.71) = &(—1.71) = 0.0446. Der
Vergleich mit dem exakten p-Wert, den wir oben als 0.0583 berechnet haben,
zeigt, dass die Approximation selbst bei der recht kleinen Stichprobe einen
guten Anhaltspunkt gibt.

=—-1.71

6.2 Einfache Varianzanalyse

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels haben wir zwei Variablen X und Y (bzw.
auch ein Merkmal in zwei Populationen) mit zwei unabhéngigen Stichpro-
ben untersucht. In den betrachteten Beispielen orientierte sich die Differen-
zierung in zwei Verteilungen jeweils an zwei Auspréigungen einer qualitativen
Variablen (die auch als ,,Stufen” eines ,,Faktors” bezeichnet werden):

e die Differenzierung der Verteilung der Anfangsgehélter nach dem Fak-
tor ,,Geschlecht” der Diplom-Kaufleute mit den Stufen ,,méannlich” und
,weiblich”,

e die Differenzierung der Verteilung der Gehélter nach dem Faktor , Bran-
che” mit den Stufen ,Kreditgewerbe” und ,,Versicherungsgewerbe”,
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e die Differenzierung der Verteilung der Absatzverdnderungen nach dem
Faktor ,, Werbeeinsatz” mit den Stufen , keine Sonderaktion” und ,,Son-
deraktion”.

Im folgenden verallgemeinern wir diese Fragestellung auf den Effekt eines
Faktors mit & Stufen auf die Lage einer Verteilung und differenzieren eine
Gesamtpopulation entsprechend in k Variablen bzw. Teilpopulationen mit
k unabhéingigen Stichproben. Dies fithrt zum Konzept der einfachen (auch:
ein-faktoriellen) Varianzanalyse, das wir zunéchst ausfiihrlich anhand eines
Beispiels betrachten.

6.2.1 Einfiihrendes Beispiel zur Varianzanalyse

In der AufBlendienststelle einer Versicherung werden die Kunden von drei
(k = 3) Mitarbeitern bedient. Mit unabhéngigen Stichproben vom Umfang
ni,ny bzw. ny werden Bedienungszeiten X, X5, X3 an den entsprechenden
drei Servicepunkten erhoben:

T11, X125+« + 5, T1ny (Mittel: fl)
X215 L22y +++ 3 T2ng (Mlttel fQ)
X31, L3253 T3ng (Mlttel fg)

Wir differenzieren also die Gesamptpopulation der Bedienungszeiten nach
dem Faktor ,,Mitarbeiter”, der drei Stufen annimmt. Unter der Annahme,
daB die Bedienungszeiten X7, X5, X3 an den drei Servicepunkten (zumindest
approximativ) normalverteilt sind mit der gleichen Varianz,

Xl NN(M1;0-2>a XQNN<,U2;O-2)7 X3NN(M3;O-2))

soll getestet werden, ob die Erwartungswerte gleich sind und somit die Ge-
samtstichprobe von n = n; 4+ ny + ng Bedienungszeiten als eine einfache
Stichprobe aus einer normalverteilten Population betrachtet werden kann,
oder ob zumindest zwei Erwartungswerte unterschiedlich sind, d.h.:

Ho:py = po = ps3 gegen
H; : mind. zwei Erwartungswerte sind unterschiedlich

Das Testverfahren kann in folgender Weise als Analyse der Varianz der
Gesamtstichprobe verstanden werden:

Die Summe der quadrierten Abweichungen um das Gesamtstichproben-
mittel z (S5, Sum of Squares) kann stets zerlegt werden in die Streuung
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zwischen den Gruppen (SB, Squares Between) und die Streuung
innerhalb der Gruppen (SW, Squares Within):

SS=>(x1i — 2>+ (22 — 2)* + > (23 — 7)* = SB+ SW
=1 i=1 i=1
mit
3
SB = > n(z; - )
j=1

SW = Z(Iu —1)* + Z(x% — @) + Z(I&' — @3)%,

=1 =1 =1

denn z.B. fiir die erste Gruppe der Bedienungszeiten zq; gilt:

ni ni
Z(%u — i‘)Z = Z(l’h — SC_l -+ fl — i’)z
i=1 =1

ni

= Z(l‘h — f1)2 + nl(fl — [f')z
=1
ny

+ 20 — )Y (21, — 7)),
i=1

wobei der letzte Term gleich Null ist; entsprechend fiir die zweite und dritte
Gruppe.

Wenn die Streuung zwischen den Gruppen (SB) gro8 ist gegeniiber der Streu-
ung innerhalb der Gruppen (SW), spricht dies gegen die Nullhypothese eines
einheitlichen Erwartungswerts. Es spricht dafiir, dafl der Faktor ,, Mitarbei-
ter” einen Effekt auf die Bedienungszeit hat. Um einen kritischen Wert fiir
die Relation zwischen SB und SW zu erhalten, braucht man die Verteilung
einer geeigneten Teststatistik bei Giiltigkeit der Nullhypothese (= kein Ef-
fekt des Faktors ,Mitarbeiter” auf die Bedienungszeit). Man kann zeigen,
daBl bei Giiltigkeit der Nullhypothese fiir die durch die einheitliche Varianz
o? dividierten Stichprobenfunktionen SB und SW gilt:

58 ist y*-verteilt mit k — 1 = 2 Freiheitsgraden,

‘%V ist y2-verteilt mit n — k = n — 3 Freiheitsgraden.

Weiterhin sind (was keineswegs unmittelbar offensichtlich ist) SB und SW
unabhéngig verteilt. Als Teststatistik wird der Quotient dieser beiden un-
abhiingig y2-verteilten Zufallsvariablen, jeweils geteilt durch die Anzahl der
Freiheitsgrade, verwendet, wobei sich die unbekannte Varianz o herauskiirzt:

_ SB/(k=1) SB (n—k)

F_SW/(n—k)_SW (k—1)

(6.11)
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Die Verteilung dieser Teststatistik ist die F-Verteilung mit k£ — 1 und
n—k Freiheitsgraden, F'(k—1;n—k). Prozentpunkte der F-Verteilung sind
tabelliert. Wenn die Nullhypothese zum Signifikanzniveau « getestet wird,
wird H, abgelehnt, wenn der Stichprobenwert der Test-Statistik F' grofler als
das (1 — a)-Quantil der F(k-1;n-k)-Verteilung ist,

F> Fk—l;n—k;l—a-

Die Ablehnung von Hj bedeutet, dafl ein signifikanter Effekt des betrachte-
ten Faktors auf die Lage der Verteilung vorliegt, so daf§ die Erwartungswerte
nicht alle gleich sind.

Die Grofien, die bei der Durchfithrung des Tests zu berechnen sind, werden
oft in der folgenden Tabelle zur Varianzanalyse (Tabelle 15.1) zusammen-
gestellt (die auch als ANOVA-Tabelle bezeichnet wird, nach: ANalysis Of
VAriance).

Wenn man die einfache Varianzanalyse auf den Fall von k£ = 2 Variablen

Streuungsursache | Freiheitsgrade | Quadratsumme | Mittleres Quadrat
SB
Fakt k—1 SB —_—
aktor 1
Zufallsfehler n—=k SW SW
n—=k
Summe n—1 SS

Tabelle 6.2: ANOVA-Tabelle

bzw. Populationen unter Verwendung von zwei unabhéngigen Stichproben
anwendet, dann ist der Test dquivalent zur Anwendung des zweiseitigen
Zweistichproben-t-Tests.

Die Methode der einfachen (auch: ein-faktoriellen) Varianzanalyse kann ver-
allgemeinert werden, indem der Einflufl mehrerer qualitativer ,,Faktoren” auf
die Lage einer Verteilung untersucht wird. In dem Beispiel kénnte man in
Betracht ziehen, daff neben dem Mitarbeiter etwa die Versicherungsart einen
Effekt auf die mittlere Bedienungszeit hat. In einer etwas komplexeren Mo-
dellbildung kann dabei auch eine mégliche Interaktion verschiedener Faktoren
getestet werden, etwa ob fiir die mittlere Bedienungszeit das Zusammenspiel
von speziellem Mitarbeiter und bestimmter Versicherungsart relevant ist.
Wir fassen im folgenden Abschnitt das Testverfahren der einfachen Varianz-
analyse noch einmal zusammen.
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6.2.2 Ubersicht zur einfachen Varianzanalyse

Voraussetzung:

2

(1) Die Variablen Xj, ..., X} sind normalverteilt mit gleicher Varianz o=,

XJNN(ILLJ,O'2)7 jzl,...,k,

(2) Zu den k Variablen werden k£ unabhéngige einfache Stichproben gezo-
gen, jeweils mit den folgenden Stichprobenvariablen:

X117X127 s 7X1n1
X217X22a s 7X2n2

Xi1, Xp2, ooy Xiny,

Der Gesamtstichprobenumfang ist n = nq +ng + ... + ng.

Durchfiihrung der Varianzanalyse:

Schritt 1: Signifikanzniveau « festlegen; Hypothesen formulieren:

Ho:pp=p2=...=pp gegen
H, : mind. zwei Erwartungswerte sind unterschiedlich

Schritt 2: Die Teststatistik ist
B SB/(k—1) B SB (n—k)

F = — .
SW/n—k) SW (k—1)
mit
k — p—
j=1
k nj 3
SW = > > (X — X))
j=li=1

Bei Giiltigkeit von Hj ist die Teststatistik F-verteilt mit k—1 und n—k
Freiheitsgraden.

Schritt 3: Kritische Werte und Ablehnungsbereich:
Zum festgelegten Signifikanzniveau « ist der kritische Wert das 1 —
a-Quantil der F-Verteilung mit £ — 1 und n — k Freiheitsgraden,
kal;nfk;lfa-
Ablehnung von Hy, wenn F' > Fi_1._k1—q-
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Schritt 4: Berechnung des realisierten Werts der Teststatistik:
Die Berechnung der realisierten Werte von SB und SB, wird in der
Regel vereinfacht mit

k
SB = anXjQ—nX2
j=1

k ny k
j=1

j=1i=1

Einsetzen der berechneten Werte von SB und SW in F = % . ((Z:]f))
liefert die Stichprobenrealisierung der Teststatistik.

Schritt 5: FEntscheidung:

Hy wird abgelehnt (d.h. die Mittelwerte unterscheiden sich signifikant),
wenn

F > Fk—l;n—k;l—a'

Wiéhrend man die Varianzanalyse interpretieren kann als die Untersuchung,
ob die verschiedenen Auspriagungen einer qualitativen Variablen (die k Stu-
fen des betrachteten Faktors) die Lage der Verteilung einer anderen Variablen
beeinflussen, werden wir in den néchsten Kapiteln mit der Regressionsana-
lyse dieser Frage nicht nur fiir qualitative Variablen, sondern fiir beliebige
erkldrende Variablen nachgehen. Dabei wird es nicht nur darum gehen, ob
eine oder mehrere erklirende Variablen eine andere beeinflussen (z.B. das
Einkommen und Alter die monatlichen Ausgaben fiir Kosmetika), sondern
auch darum, diesen Einflufl zu quantifizieren.



Kapitel 7

Das klassische
Regressionsmodell: Einfiihrung

7.1 Problemstellung

Ziel der folgenden Abschnitte ist es, einfache Instrumente bereitzustellen,
mit denen regelméflige Beziehungen zwischen okonomischen Variablen an-
hand von wirtschaftsstatistischen Daten untersucht werden kénnen. Genauer
beschrinken wir uns auf Fragestellungen der folgenden Struktur:

1. Eine bestimmte 6konomische Variable wird als abhéngige, zu erkléren-
de Variable betrachtet, z.B.

die Bruttoinvestitionen in einem Wirtschaftszweig,

e der gesamtwirtschaftliche private Konsum,

die Mietausgaben privater Haushalte,

die Nachfrage nach Kaffee,
der Wechselkurs US-Dollar/DM.

Fiir die betrachtete abhiingige Variable, die mit y bezeichnet wird, sol-
len Lageverschiebungen bzw. unterschiedliche Werte, die diese Variable
zu verschiedenen Zeitpunkten (oder in verschiedenen Perioden) bzw.
fiir verschiedene Merkmalstréager annimmt, darauf zuriickgefithrt wer-
den, dal wesentliche Einflufifaktoren x1,x,,... sich verdndert haben.
Die Variation der abhéngigen Variablen y soll zerlegt werden in eine
systematische Verdnderung, die durch eine Funktion der Einflulgrofien
Z1, T, ... beschrieben wird, und in zuféllige Schwankungen. Dieser Un-
tersuchungsansatz wird als Regression von y auf die erkldrenden Va-
riablen x1, xs, ... bezeichnet.

80
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Bei der theoretischen Untersuchung der Abhéngigkeit einer Variablen y
von einer bestimmten EinfluBgréfle x wird der interessierende Zusam-
menhang oft durch die ,ceteris paribus-Klausel” isoliert, d.h. durch
die Annahme, daf} die {ibrigen Einflugréfien und Rahmenbedingungen
unveradndert bleiben. In einem Gedankenexperiment kann eine solche
Betrachtungsweise - zumindest soweit die iibrigen EinfluBgréfien nicht
zwangsldufig durch eine nderung von x tangiert werden - sehr hilfreich
sein. Bei der Analyse von empirischen Daten v, .. ., yr fiir die abhéngi-
ge Variable y mufl dagegen beriicksichtigt werden, dafl die beobachte-
ten unterschiedlichen Werte der abhéngigen Variablen bei unterschied-
lichen Konstellationen zahlreicher Einflulgrofien realisiert wurden und
nicht etwa nur die isolierten Verdnderungen einer speziellen interessie-
renden Einflulgrofle zugrundeliegen. Die vielfiltigen Einfluifaktoren,
auf deren Verdnderungen die Variation der abhéngigen Variablen be-
ruht, werden in unterschiedlicher Weise im Modell beriicksichtigt. Zum
einen wird - gestiitzt auf wirtschaftstheoretische Ergebnisse oder Hypo-

thesen - festgelegt, welches die wesentlichen Einfluvariablen zq, ..., xx
fiir die Variation der abhéngigen Variablen sind. Mit dieser Festle-
gung derjenigen Variablen, die in den Erklarungsansatz f(z1,...,zx)

eingehen, wird auf der anderen Seite die Hypothese verkniipft, daf
die iibrigen Einflugrofien insgesamt keinen systematischen Beitrag zur
Erklarung der Verdnderung der y-Werte liefern. Formal wird der Ge-
samteinflu}, den die ,,iibrigen Einfluigréen” auf die Variation von y
haben, mit einer additiven Storgrofle u erfafit, so daB fiir jeden Beob-
achtungsfall ¢, t =1,..., T, gilt

Y = f($t1;$t2; ces 7xtK) + Uy

Die Storgrofie u; wird als Zufallsvariable mit E(u;) = 0, Var(u;) = o2

und Cov(ug, us) = 0 fir t # s angenommen. Damit werden auch die be-
obachteten y-Werte als Realisationen von Zufallsvariablen aufgefaft®.
Bei gegebenen Werten xy1,...,x;x der erklirenden Variablen, bzw.
bei nichtstochastischen erklédrenden Variablen, stimmt der Erklarungs-
ansatz f(zy,...,rc) mit dem Erwartungswert von y; iiberein. Die
Variablen y; haben also fiir jedes t die gleiche Varianz, wihrend der
Erwartungswert von g, als Funktion der erkldrenden Variablen unter-
schiedlich ist.

Die Auswahl einer Einflulgréfie als eine wesentliche erklédrende Va-
riable ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn diese Einfluigrofie im

Tm Bezug auf uy, y; iibernehmen wir bei der Behandlung des Regressionsmodells die
in der 6konometrischen Literatur verbreitete vereinfachende aber ungenaue Schreibweise,
die nicht zwischen Zufallsvariablen und deren Realisationen unterscheidet.
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Untersuchungszusammenhang unterschiedliche Werte annimmt, also
tatséichlich eine Variable und nicht ein konstanter Parameter ist. Be-
trachten wir z.B. die Untersuchung der Nachfrage privater Haushalte
nach Kaffee, dann werden grundsétzlich das Haushaltseinkommen und
der Kaffeepreis die Nachfrage beeinflussen. Bei einer Querschnittsun-
tersuchung iiber verschiedene Haushalte, bei der das Preisniveau fiir
alle Beobachtungsfille gleich ist, wird dann das Einkommen wesentliche
erklarende Variable fiir die unterschiedliche Nachfrage sein, wihrend
der Einfluf} des Preises sich in der Gestalt der Nachfragefunktion bzw.
in deren Parametern niederschlagen wird.

2. Im Bezug auf die erkldrenden Variablen x1, ..., rx wird angenommen,
daf} diese Variablen nicht ihrerseits wieder von der Zufallsvariablen y
oder von der Storgrofle u beeinflufit werden. Dieses Postulat der Modell-
Exogenitéit der erklarenden Variablen bedeutet eine gewichtige Ein-
schrankung. Vor allem bei makrotkonomischen Zusammenhéngen - z.B.
einer makrookonomischen Konsumfunktion, die den gesamtwirtschaft-
lichen Konsum als Funktion des verfiigharen Einkommens erklart -
wird man eher von gegenseitigen Abhéngigkeiten ausgehen miissen.
Dementsprechend sind auch Methoden entwickelt worden, um interde-
pendente Modellstrukturen zu untersuchen. Im folgenden werden wir
jedoch solche interdependenten Modellstrukturen nicht betrachten und
an der vereinfachenden Annahme exogener erkldrender Variablen fest-
halten. Es bedeutet dann keine wesentliche Einschriankung mehr, wenn
die Daten fiir die erkldrenden Variablen als gegebene, deterministische
GroBen betrachtet werden.

3. Das im folgenden betrachtete multiple Regressionsmodell ist ein li-
neares Modell, d.h. fiir den Erklarungsansatz f(z1,...,zx) wird eine
lineare Funktion unterstellt, so dafl

Y = Proepn + Boxio + ...+ BrXik + u

gilt.

Mit dieser Festlegung des Funktionstyps hiangt die Gestalt des Er-
klarungsansatzes nur noch von den unbekannten Koeffizienten (;, i =
1,...,K ab. Fiir die Parameter (3,3, ...,3x und o? werden an-
hand der Daten fiir die erkldrenden Variablen und fiir die abhéngi-
ge Variable Schitzwerte bestimmt. Die Festlegung auf den linearen
Funktionstyp stellt wiederum eine erhebliche Einschriankung dar.
Allerdings ist zu beachten, dal nichtlineare Beziehungen manchmal
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durch Transformationen (z.B. log-Transformation einer Cobb-Douglas-
Produktionsfunktion) oder durch Approximationen linearisiert werden

konnen.
Im iibrigen bleiben die zu besprechenden Methoden anwendbar, so
lange das Modell linear in den Parametern (3, ..., Bk bleibt, also z.B.

in dem Modell

Yo = Bz + Bozie + ...+ Brak +wy

wobei zy = log(xy) (oder eine andere nichtlineare Transformation der

urspriinglichen erklédrenden Variablen x,...,21x). In einem solchen
Modell wird sich natiirlich die Interpretaton der Parameter (1, ..., Bk
als Kennziffern fiir den Einflul der erklarenden Variablen zq,...,xg
dndern.

Schliefllich sei noch darauf hingewiesen, dafl auch der Einflufl qualitati-
ver Variablen mit dem linearen Ansatz modelliert werden kann (und da-
mit auch die Fragestellung der Varianzanalyse im Rahmen des linearen
Regressionsmodells verfolgt werden kann). Mit Hilfe einer 0,1-Variablen
D; (meist als Dummy-Variable bezeichnet), die den Wert 1 annimmt,
wenn eine bestimmte Bedingung erfiillt ist und den Wert 0 sonst, wird
der Einflul des Vorliegens dieser Bedingung auf das Niveau von y mit
dem Koeffizienten von D; erfafit. (Bsp.: Dummy-Variable fiir zwei alter-
native politische Konstellationen; Saison-Dummies fiir unterschiedliche
Quartale bei einer Zeitreihenuntersuchung mit Quartalsdaten.) Héaufig
stellen solche Dummy-Variablen aber auch nur einen Notbehelf dar,
wenn die Variation der abhiingigen Variablen mit den eigentlichen er-
kldarenden Variablen nur unzureichend erklédrt werden kann.

Im folgenden werden im einzelnen die Annahmen des linearen Regressionsmo-
dells formuliert und Folgerungen aus diesen Annahmen fiir die Eigenschaften
von Schétzfunktionen, fiir Tests von Parameterrestriktionen und fiir Pro-
gnoseschiatzungen gezogen. Jede Anwendung dieses Modellrahmens und der
Schluifolgerungen auf einen konkret spezifizierten Erkldrungsansatz fiir eine
okonomische Variable y und auf die entsprechenden Daten basiert immer auf
der Arbeitshypothese, dafl die Modellannahmen auch in dem Anwendungsfall
giiltig sind. Insbesondere steht vor der Parameterschiatzung die Arbeitshypo-
these, daf die spezifizierte Gesetzméfigkeit mit bestimmten Parametern (den
unbekannten ,,wahren” Parametern) vorliegt und es nur darum geht, diese
wahren Parameter aus den Daten, die dieser Gesetzméafligkeit unterworfen
sind, moglichst gut zu rekonstruieren, Entscheidungen iiber die Giiltigkeit
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von Hypothesen iiber die wahren Parameter zu treffen usw. Anhand des em-
pirischen Befunds ist es aber auch moglich, die Arbeitshypothese selbst Tests
zu unterwerfen und gegebenenfalls zu verwerfen. Dann stellt sich die Frage
nach einer neuen Spezifikation (z.B. anderen erkldrenden Variablen) oder
dem Verzicht auf bestimmte nicht haltbare Modellannahmen.

7.2 Schreibweise und Modellannahmen

Eine lineare Beziehung zwischen einer abhéngigen Variablen y und K —1 er-
kldrenden Variablen zs, x3, . ..,z wird fiir 7" Beobachtungsfiille (Zeitpunkte
oder Merkmalstriager) notiert mit

yt:514—62%}2—1-...4-5](%5[(—1-1%, t=1,...,T
bzw. mit der Scheinvariablen xz;; = 1 fiir alle ¢:
Y = Bz + Boi + ...+ B +ug, t=1,...,T

Diese Gleichung heifit auch Regressionsgleichung, y heifit Regressand
und zs,...,rx werden als Regressoren bezeichnet. Der Parameter (3; ist
das Absolutglied und (s, ..., Bk sind die Steigungskoeffizienten; insgesamt
wird der Vektor f = (f1,...,0k) als Vektor der Regressionskoeffizi-
enten bezeichnet. Die Storgrofle u; und die abhéngige Variable 1, sind Zu-
fallsvariablen. Beobachtet werden die Realisationen von y; und die Daten

Tyo, ...,y fiir t = 1,...,T. Die Regressionskoeffizienten sind feste, unbe-
kannte Parameter, so dafl die unbeobachtbaren Stérgréfien u; auch nicht aus
den Daten y;, 249, . .., x;x berechnet werden koénnen.

Als Sonderfall ergibt sich mit K = 2 die ,,einfache Regressionsgleichung”

Y = B+ BoTio + Uy ;

bei K > 2 wird von multipler Regression gesprochen. Fiir alle 7" Beobach-
tungsfille kann die Regressionsgleichung in Matrizenschreibweise geschrieben
werden als

y=XG+u
mit
Y1 11 T2 o 1K B (51
Y2 To1 T2 - Lok Ba Ug
y = ) X = b /6 = ) u =

yr | Try Tr2 0 ITK Bk ur
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Die (T x K)-Matrix X, die als erste Spalte die Scheinvariable enthilt,
heifit Regressormatrix; vor allem, wenn man die erkldarenden Variablen in
einem geplanten Experiment festsetzen kann, um moglichst viel iiber deren
Wirkung auf y herauszufinden, wird X auch als Designmatrix bezeichnet.
(Bei Anwendungen auf 6konomische Variablen besteht im allgemeinen keine
Mboglichkeit zu experimentellen Untersuchungen.)

Modellannahmen

(A1) X ist eine exogen gegebene, nichtstochastische (7' x K)-Matrix mit
vollem Spaltenrang, d.h. r(X) = K.

(A2) Die Momentenmatrix der Regressoren konvergiert mit wachsendem T
gegen eine endliche, nichtsingulire Matrix Q:

1 1
1 fzxﬂ sztK
1 1 2 1
1 T 2. T2 T2.T T T 2L Tk
TX/X: TZ TZ': t2 TZ Q
1 1 1 2
L TthK szthEtQ szt[(

(A3) Die Varianzen von i, ..., yr sind alle gleich und fiir ¢ # s sind ; und
ys unkorreliert, bzw. fiir die Stoorgréoflen gilt:

E(u) =
Var(u;) = o (konstant fiir alle ¢)
Cov(ug,us) = 0 fir alle ¢ # s.

(A4) Die StorgroBen sind unahbhingig identisch normalverteilt, w; ~
N(0,0%)  (Verstiirkung von (A3)).

Erlauterungen und Folgerungen:

Zu (A1): Ausgeschlossen werden mit der Exogenitdtsannahme Abhéngigkeiten

der Regressoren von y; insbesondere werden verzogerte Werte ;1 als
erkldrende Variablen fiir y;, ausgeschlossen.
Die Rangbedingung r(X) = K bedeutet, daf§ die (7'x 1)-Spaltenvektoren
x1,To,...,Tx linear unabhingig sind. Notwendige Bedingung dafiir
ist, dafl T > K gilt. Mit r(X) = K folgt auch r(X'X) = K, d.h. die
(K x K)-Matrix X'X ist nichtsingulér.
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Zu (A2): Diese Annahme spielt eine Rolle bei der Untersuchung von Eigenschaf-
ten von Schétzfunktionen, wenn der Stichprobenumfang 7" grof3 ist. Sie
schlieBt z.B. aus, daf§ eine Variable langfristig (fiir 7' — o0) einem li-
nearen Trend folgt. Wiahrend die Rangbedingung in (A1) direkt fiir die
Datenmatrix X iiberpriift werden kann, bleibt (A2) eine eher theoreti-
sche Annahme.

Zu (A3): Mit der Annahme (A3) wird der unsystematische, nicht prognostizier-
bare Charakter der Storgrofie erfalt. Mit F(u;) = 0 ist der Erwartungs-
wert der Storgrofien (