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apl. Prof. Dr. Martin Becker

Hinweise fiir die Klausurteilnehmer

Die Klausur besteht aus insgesamt 9 Aufgaben. Priifen Sie die Vollstdndigkeit Thres Ex-
emplares nach; spétere Reklamationen kénnen nicht beriicksichtigt werden.

Es sind insgesamt 120 Punkte (= 18 + 15 + 8 + 6 + 15 + 18 4+ 14 4+ 5 + 21) erreichbar.

Als Hilfsmittel sind zugelassen: Taschenrechner (auch mit Grafikfihigkeit), 2 selbsterstellte
DIN-A4 Blitter bzw. 4 selbsterstellte (einseitige) DIN-A4 Seiten. Bendttigte Tabellen zur
Normal- und ¢-Verteilung finden Sie am Ende dieses Klausurheftes.

Bei der Korrektur werden nur die Losungen auf den Seiten 1-10 beriicksichtigt. Das letzte
Blatt (Tabellen zur Normal- und ¢-Verteilung) darf abgetrennt werden.

Bei mehreren Losungsvorschléigen muss die giiltige Losung eindeutig gekennzeichnet sein.
Mit Ausnahme der Multiple-Choice-Aufgaben muss der Losungsweg klar ersichtlich sein.

Alle Punkte innerhalb von Zahlen sind stets Dezimalpunkte (und keine Tausenderpunkte).

Bewertungsteil — Bitte nicht beschreiben

Aufgabe | (a) | (b) (d) | (e) Y
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Aufgabe 1 (18 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen ziihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Sind die Zufallsvariablen Xy, X, ..., X, normalverteilt und sto- |:| Ii|
chastisch unabhéngig, so handelt es sich bei diesen Zufallsvaria-
blen stets um eine einfache Stichprobe vom Umfang n.

2. Gilt lim, 00 E[(6, — 0)2] = 0 fiir alle § € O, so ist die Folge von || [ ]
Schétzfunktion 6,, konsistent im quadratischen Mittel fiir 6.

3. Bei Konfidenzintervallen fiir den Erwartungswert einer normal- Ii| |:|
verteilten Zufallsvariablen mit bekannter Varianz beeinflusst die
konkrete Stichprobenrealisation nur die Lage, nicht aber die Brei-
te der realisierten Konfidenzintervalle.

4. Zur Konstruktion parametrischer Hypothesentests sind Stich- Ii| |:|
probenfunktionen, die fiir alle Parameter des Parameterraums
dieselbe Verteilung besitzen, nicht sinnvoll als Teststatistik ver-
wendbar.

5. Beim GauB-Test fiir den Erwartungswert einer normalverteilten |:| Ii|
Zufallsvariablen mit bekannter Varianz zum Signifikanzniveau «
liegen alle Fehlerwahrscheinlichkeiten 2. Art im Intervall (a, 1].

6. Lehnt ein zweiseitiger approximativer Gauf3-Test fiir den Anteils- Ii| |:|
wert die Nullhypothese zu einem Signifikanzniveau von v = 0.05
ab, so wird die Nullhypothese auch bei einem entsprechenden
Test zum Signifikanzniveau von o = 0.10 verworfen.

7. Mit einem Chi-Quadrat-Anpassungstest soll anhand einer ein- |:| Ii|

fachen Stichprobe vom Umfang n = 200 iiberpriift werden, ob
die Grundgesamtheit exponentialverteilt ist. Nach Wahl einer ge-
eigneten Klassierung aus 5 Klassen wird dazu zunéchst der un-
bekannte Parameter der Exponentialverteilung durch eine ML-
Schéatzung aus den klassierten Daten ermittelt. Damit ist zur
Konstruktion des Ablehnungsbereiches die y2-Verteilung mit 4
Freiheitsgraden zu verwenden.

8. Mit der einfachen Varianzanalyse kann die Ubereinstimmung der Ii| |:|
Erwartungswerte mehrerer mit gleicher Varianz normalverteilter
Grundgesamtheiten iiberpriift werden.

9. Bei der Anwendung der Kleinst-Quadrate-Methode im einfachen Ii| |:|
linearen Regressionsmodell werden 3 und (5 so bestimmt, dass
die Summe der quadrierten vertikalen Abstédnde der Beobach-
tungspunkte zur Regressionsgeraden moglichst klein ausfallt.



Aufgabe 2 (15 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Bei der Durchfithrung einer einfachen Varianzanalyse mit k& = 5 Faktorstufen und
einem Gesamtstichprobenumfang von n = 254 erhélt man die realisierte Teststatistik
F = 2.36. Markieren Sie die Abbildung, welche den p-Wert in der beschriebenen
Situation korrekt als Inhalt der schraffierten Flache unter der Dichtefunktion der
Verteilung der Teststatistik unter Hy darstellt.
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2. Der (approximative) ¢-Test zum Vergleich zweier unbekannter Anteilswerte bzw. Er-
folgswahrscheinlichkeiten kann ohne zusétzliche Annahmen als Spezialfall des appro-
ximativen 2-Stichproben-t-Tests fiir den Mittelwertvergleich bei unbekannten, aber
iibereinstimmenden Varianzen betrachtet werden, weil es sich dabei um einen Mit-
telwertvergleich handelt und

(a) die Einhaltung von Anwendungsvoraussetzungen bei approximati- |:|
ven Tests generell nicht wichtig ist.

(b) sich die Varianzen von Alternativverteilungen bei groflen Stichpro-
benumfingen nicht mehr wesentlich unterscheiden.

(c) die Varianzen von Alternativverteilungen nicht von ihrem Parame-
ter abhéngig sind.

m [ []

(d) die Varianzen der Alternativverteilungen unter Hy (bei Gleichheit
der Parameter) iibereinstimmen.



3. Essei Xj,..., Xj6 eine einfache Stichprobe vom Umfang 16 zu Y mit Y ~ N(12,8?%).

X —
Dann gilt fiir die Teststatistik N = ,Uo\/ﬁ des GauB-Tests fiir den Mittelwert

o
einer normalverteilten Zufallsvariablen mit bekannter Varianz zur Nullhypothese
Hy: p=10:

4. Bei der Durchfithrung eines ¢t-Tests fiir den Erwartungswert einer normalverteilten
Zufallsvariablen bei unbekannter Varianz auf Grundlage einer einfachen Stichprobe
vom Umfang n zum Signifikanzniveau o = 0.05 lehnt der rechtsseitige Test H, ab,
wahrend der zweiseitige Test Hy nicht verwerfen kann. Damit weifl man iiber die
Realisation t der Teststatistik:

a) t€ (—00,~ty_10975) I:'

( (-

(b) t € [~tn-1.0975, —tn-1:0.95) |:|
(¢) t€ (th-1,095 tn—150.975) Iil
( (tn—1;0.975,00) [ ]

5. Auf der Grundlage einer einfachen Stichprobe Xj,..., X3 vom Umfang n = 36 zu
einer N (1, 3%)-verteilten Zufallsvariablen wird ein GauB-Test zur Uberpriifung der
Hypothesen

d) te

Hy:p>40 gegen Hy:p<40

bei einem Signifikanzniveau von o = 0.1 betrachtet.
Markieren Sie die Abbildung, welche die Giitefunktion des oben genannten Tests kor-
rekt darstellt.

e <
- —
[ee} [ee)
o o
o (e}
= © = ©
o« T <
o o
N N
o o
o o
o o
S <
— —
1- 1-
[oe} [ee)
o o
o [{e}
= © = ©
o o« I’} <
o o
o~ [V}
o o
< <
T T T T T T T T T T T T T T
34 36 38 40 42 44 46 34 36 38 40 42 44 46
(c) H (d) "




Aufgabe 3 (6 + 2 = 8 Punkte)

Die Verteilung einer Zufallsvariablen Y sei in Abhéngigkeit des unbekannten Parameters
b > 0 durch die folgende Dichtefunktion gegeben:

V- (y+3)-e W) firy > -3
fr(ylb) =

sonst

Der Parameter b soll auf Grundlage einer einfachen Stichprobe X7, ..., X,, vom Umfang
n geschétzt werden.

(a) Bestimmen Sie den Schétzer barz nach der Maximum-Likelihood-Methode.

2 ~
(b) Man kann zeigen, dass E(Y) = 3 3 gilt. Bestimmen Sie damit den Schétzer by,
nach der Methode der Momente.

Hinweise:
e Beachten Sie, dass Sie Teil (b) auch ohne die Bearbeitung von Teil (a) losen konnen.

o Fulls sich der ML-Schatzer als lokale Extremstelle einer differenzierbaren Funktion
bestimmen lisst, muss nicht iberprift werden (z.B. mit Hilfe der 2. Ableitung), ob
tatsdchlich eine Mazximalstelle vorliegt.

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

(a)/b\ . 2-n . 2
MEZ S (2,+3) T+3
~ 2

b) by =

(b) barar =13



Aufgabe 4 (3 + 3 = 6 Punkte)

In Abhéngigkeit eines unbekannten Parameters p mit 0 < p < 1 sei die Verteilung einer
Zufallsvariablen Y gegeben durch:

Yi 2
1-p 1-p

3
py(Wi) =2 p P

Fiir n € N sei X4,..., X, eine einfache Stichprobe vom Umfang n zu Y.

7 1
(a) Zeigen Sie, dass E(Y) = 57 3°P gilt.

(b) Zeigen Sie, dass die Schétzfunktionen
To(X1,. o, X,) = —2- X +7
(mit X = 13" | X)) fiir n € N erwartungstreu fiir p sind.
Beachten Sie, dass Sie Aufgabenteil (b) auch ohne die (erfolgreiche) Bearbeitung von Teil
(a) losen kinnen!
Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):
(a) Berechnung des Erwartungswerts von Y.

(b) Berechnung des Erwartungswerts von T,,( X1, ..., X,).



Aufgabe 5 (3 + 7+ 2+ 3 =15 Punkte)

Eine Maschine produziert Bremsscheiben, deren Nutzdicke erfahrungsgeméaf normalver-
teilt mit einer Standardabweichung von 0.8[mm] um den tatséchlichen Erwartungswert
schwankt. Die laufende Qualitatskontrolle soll eine Unterschreitung dieses Erwartungs-
werts gegeniiber der mittleren Soll-Nutzdicke 25[mm| mit Hilfe eines geeigneten statis-
tischen Testverfahrens auf Basis der Realisation einer einfachen Stichprobe i, ..., zg
aufdecken. Dabei darf eine derartige Unterschreitung nur mit einer Wahrscheinlichkeit
von hochstens 5% falschlicherweise signalisiert werden. Aus dem realisierten Stichproben-
ergebnis erhélt man den Stichprobenmittelwert

20
_ 1
T=55 Zz:; x; = 24.677[mm] .

(a) Geben Sie auf Basis des angegebenen Stichprobenmittelwerts ein zweiseitiges Konfi-
denzintervall fiir den Mittelwert der Nutzdicke der produzierten Bremsscheiben zur
Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — o = 0.95 an.

(b) Fiihren Sie den zur oben beschriebenen Qualitétskontrolle geeigneten Test auf Basis
des angegebenen Stichprobenmittelwerts durch. Fassen Sie das Ergebnis des Tests
in einem Antwortsatz zusammen.

(c) Berechnen Sie den p-Wert zum Test aus Teil (b). Wie wire die Entscheidung zum
Test aus Teil (b) bei einem Signifikanzniveau von o = 0.01 ausgefallen?

(d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird die Qualitdtskontrolle bei Ziehung einer ein-
fachen Stichprobe der Lénge 20 keine Unterschreitung signalisieren, wenn der tat-
sichliche Erwartungswert der Nutzdicke der Bremsscheiben 24.5[mm] betragt?

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):
(a) Realisiertes symm. Konfidenzintervall zum Konf.-niveau 1—a = 0.95: [24.326, 25.028]

(b) N =-1.806 € (—o0,—1.645) = K = H, wird abgelehnt!

Der Test zur Qualitdtskontrolle wird also eine Unterschreitung der mittleren Nutz-
dicke signalisieren.

(¢) p-Wert p = 0.0351. Der Test zur Qualitétskontrolle hitte also keine Unterschreitung
der mittleren Nutzdicke signalisiert.

(d) B(24.5) = 0.1251



Aufgabe 6 (10 4+ 8 = 18 Punkte)

Um zu iiberpriifen, ob zwei Fabrikate von LiFePO,-Akkus (,,Typ A“ bzw. ,/ Typ B“) mit
nominell {ibereinstimmender Ladung tatséchlich eine im Durchschnitt {ibereinstimmende
entnehmbare Energie aufweisen, soll ein statistischer Test durchgefiihrt werden. Hierbei
soll davon ausgegangen werden, dass die jeweils unter konstanten vorgegebenen Entla-
debedingungen entnehmbare Energie Y4 bzw. Y? normalverteilt sei mit unbekanntem
Erwartungswert 14 bzw. pp und unbekannter Varianz 0% bzw. 0%. Es soll iiberpriift wer-
den, ob LiFePO4-Akkus vom Typ B im Mittel eine andere entnehmbare Energie als solche
vom Typ A besitzen.

Aus einer Kapazitatsmessung mit n4 = 10 Exemplaren der LiFePO,4-Akkus vom Typ A so-
wie ng = 8 Exemplaren der LiFePO4-Akkus vom Typ B erhielt man Realisationen jeweils
voneinander unabhingiger einfacher Stichproben X7, ... X{ zu Y4 sowie XZ ... XJ
zu VP und hieraus die zugehérigen Mittelwerte 24 = 103.09 bzw. =8 = 101.19 sowie die
Stichprobenvarianzen s3., = 5.15 bzw. 53, = 3.74.

(a) Testen Sie unter der Annahme 0% = ¢% zum Signifikanzniveau a = 0.05 die Hypo-

these, dass LiFePOy4-Akkus vom Typ B im Mittel eine andere entnehmbare Energie
als solche vom Typ A besitzen. Fassen Sie das Ergebnis des Tests in einem Antwort-
satz zusammen.

(b) Uberpriifen Sie mit einem geeigneten Test zum Signifikanzniveau a = 0.10, ob die in
Teil (a) getroffene Annahme der Varianzgleichheit auf Grundlage der vorhandenen
Stichprobeninformation verworfen werden muss. Fassen Sie das Ergebnis des Tests
in einem Antwortsatz zusammen.

Hinweis: Verwenden Sie fiir Teil (b) den folgenden Tabellenausschnitt mit 0.95-Quantilen
von F(m,n)-Verteilungen sowie gqf. die Rechenregel Fy, pp = w—

10

Fn,m;l—p :
n\m | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1| 161.448 199.500 215.707 224.583 230.162 233.986 236.768 238.883 240.543 241.882
2 18.513 19.000 19.164 19.247 19.296 19.330 19.353 19.371 19.385 19.396
3 10.128 9.552 9.277 9.117 9.013 8.941 8.887 8.845 8.812 8.786
4 7.709 6.944 6.591 6.388 6.256 6.163 6.094 6.041 5.999 5.964
5 6.608 5.786 5.409 5.192 5.050 4.950 4.876 4.818 4.772 4.735
6 5.987 5.143 4.757 4.534 4.387 4.284 4.207 4.147 4.099 4.060
7 5.591 4.737 4.347 4.120 3.972 3.866 3.787 3.726 3.677 3.637
8 5.318 4.459 4.066 3.838 3.687 3.581 3.500 3.438 3.388 3.347
9 5.117 4.256 3.863 3.633 3.482 3.374 3.293 3.230 3.179 3.137
10 4.965 4.103 3.708 3.478 3.326 3.217 3.135 3.072 3.020 2.978

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

(a) t =1.881 ¢ (—o00,—2.12) U (2.12,4+00) = K =  Hj wird nicht abgelehnt!
Der Test kann also die Vermutung, dass LiFePO4-Akkus vom Typ B im Mittel eine
andere entnehmbare Energie als solche vom Typ A besitzen, nicht bestéatigen.

(b) F =1.377 ¢ [0,0.304) U (3.677,400) = K = H, wird nicht abgelehnt!

Der Test findet also keine Evidenz fiir eine Verletzung der in Teil (a) angenommenen
Varianzgleichheit.



Aufgabe 7 (14 Punkte)

Um zu iiberpriifen, ob es einen Zusammenhang zwischen dem aktuell beabsichtigten Wahl-
verhalten (Biindnis 90/Die Griinen bzw. andere Partei) und dem bevorzugten PKW-Typ
(E-Auto bzw. Hybrid bzw. Verbrenner) gibt, wurden die Ergebnisse einer aktuellen Um-
frage unter 1000 Wahlberechtigten, die man als Realisation einer einfachen Stichprobe
auffassen konnen soll, in der folgenden Tabelle zusammengefasst (samtliche Daten sind
fiktiv):

E-Auto Hybrid Verbrenner
andere Partei 300 290 250
Biindnis 90/Die Griinen 100 35 25

Uberpriifen Sie anhand dieses Datenmaterials zum Signifikanzniveau a = 0.05, ob eine
stochastische Abhéngigkeit zwischen dem Wahlverhalten und dem bevorzugten PKW-Typ
besteht.

Hinweis: Verwenden Sie den folgenden Tabellenausschnitt mit p-Quantilen von x2(n)-
Verteilungen:

0.01 0.025 0.05 0.50 0.90 0.95 0.975 0.99

0.000 0.001 0.004 0455 2.706 3.841 5.024 6.635
0.020 0.051 0.103 1.386 4.605 5.991 7.378 9.210
0.115 0.216 0.352 2.366 6.251 7.815 9.348 11.345
0.297 0.484 0.711 3.357 7.779  9.488 11.143 13.277
0.554 0.831 1.145 4.351 9.236 11.070 12.833 15.086

0.872 1.237 1.635 5.348 10.645 12.592 14.449 16.812
1.239 1.690 2.167 6.346 12.017 14.067 16.013 18.475
1.646 2.180 2.733 7.344 13.362 15.507 17.535 20.090
2.088 2.700 3.325 8.343 14.684 16.919 19.023 21.666
2,558 3.247 3.940 9.342 15987 18.307 20.483 23.209

S
/
S

[esBNN0 JEN @) Uk WO N~

—

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

x? =40.491 € (5.991,400) = K =  Hy wird abgelehnt!
Es ist also eine signifikante Abhéngigkeit zwischen dem Wahlverhalten und dem bevor-
zugten PKW-Typ festzustellen.



Aufgabe 8 (1+1+1+1+1=5Punkte)

Zur Erklarung der monatlichen Netto-Stromexporte in Deutschland y; (in TWh) durch
die monatliche Stromerzeugung aus erneuerbaren Energien in Deutschland z; (in TWh)

unterstellt man die Giiltigkeit eines Zusammenhangs im Sinne des folgenden linearen
Modells:

Yi = P+ Bowi + uy mit ui%N(O,az),iE{l,...,n}

Aus vorliegenden Monatsdaten der jiingeren Vergangenheit wurde das lineare Modell mit
der Statistik-Software R wie folgt geschétzt:

Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.5197 -1.7230 -0.4047 1.0694 6.2822

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -15.1069 5.0613 -2.985 0.00732 *x*
X 0.6230 0.2397 2.599 0.01715 *
Signif. codes: O “kxx’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.7 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 2.232 on 20 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2525, Adjusted R-squared: 0.2151
F-statistic: 6.757 on 1 and 20 DF, p-value: 0.01715

Wie viele Monate gingen in die Schétzung ein?
Geben Sie die realisierten Kleinst-Quadrate-Schéitzwerte fiir 8; und [, an.

Welcher Anteil der Gesamtvarianz der monatlichen Netto-Stromexporte in Deutsch-
land wird durch das lineare Modell erklart?

Entscheiden Sie mit Hilfe des zugehorigen p-Werts zum Signifikanzniveau o = 0.01,
ob [y signifikant positiv ist.

Welchen monatlichen Netto-Stromexport (in TWh) prognostiziert das Modell bei
einer monatlichen Stromerzeugung aus erneuerbaren Energien von 26 (in TWh)?

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):



Aufgabe 9 (6 + 2+ 3+ 5+ 5 =21 Punkte)
Zur Schitzung eines einfachen linearen Regressionsmodells

Yi = P14+ By xi +u, mit uiﬁr\%N(O,ﬁ), ied{l,...,n}

aus einer Stichprobe vom Umfang n = 20 wurden bereits die folgenden Zwischenwerte
errechnet:

20 20 20
S yi=45249; > y? =386.696; Y @i = T4.93;
=1 =1 =1

20 20
D al =315852; > a;-y; = 244.66
=1

i=1
(a) Schétzen Sie ) und Sy mit Hilfe der Kleinst-Quadrate-Methode.

(b) Geben Sie mit Hilfe der bekannten erwartungstreuen Schitzfunktion fiir o2 den
realisierten Schitzwert fiir o2 an.

‘o o2 2

(c) Berechnen Sie 0?3 und 0?3

x>

(d) Uberpriifen Sie zum Signifikanzniveau o = 0.05, ob 3 signifikant negativ ist. Fassen
Sie das Ergebnis auch in einem Antwortsatz zusammen.

(e) Geben Sie ein Prognoseintervall zur Vertrauenswahrscheinlichkeit 1 — o = 0.95 fir
Yo gegeben zy = 5 an.

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

L = —5.7500, By = 2.1389

[y ist also signifikant negativ.

(e) [—0.8173,10.705]
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