4 Schwankungsintervalle Schwankungsintervalle 4.2

Bemerkungen

@ Die bekannte Symmetrieeigenschaft
O(x)=1—d(—x) bzw. O(—x)=1-d(x)
fiir alle x € R iibertragt sich auf die Quantile N, der
Standardnormalverteilung in der Form
N, =—Ni_, bzw. Ni_p=—N,

fiir alle p € (0,1).
@ Ublicherweise sind nur die Quantile fiir p > % in Tabellen enthalten. Man
schreibt daher das Schwankungsintervall meist in der Form

o o
S va M
In dieser Gestalt wird (noch klarer) deutlich, dass symmetrische
Schwankungsintervalle fiir X ebenfalls (!) stets symmetrisch um p sind.
o In der Literatur werden anstelle der Abkiirzung N, fiir die Quantile der
Standardnormalverteilung hdufig auch die Abkiirzungen z, oder A\, verwendet.
o Gelaufige Sicherheitswahrscheinlichkeiten sind z.B. 1 — « € {0.90,0.95,0.99}.
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4 Schwankungsintervalle Schwankungsintervalle 4.2

Beispiel: Schwankungsintervall

o Aufgabenstellung:
» Es gelte Y ~ N(50,10?).
> Zu Y liege eine einfache Stichprobe Xi, ..., Xo5s der Lange n = 25 vor.
» Gesucht ist ein (symmetrisches) Schwankungsintervall fiir X zur
Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — o = 0.95.
o Ldsung:
» Es gilt also 1= E(Y) =50, 0% := Var(Y) = 10%, n =25 und o = 0.05.
» Zur Berechnung des Schwankungsintervalls

ag g
—— Nj_a, — Ni_a
{“ Nt N T ]
benétigt man also nur noch das 1 — /2 = 0.975-Quantil No.g75 der
Standardnormalverteilung. Dies erhdlt man mit geeigneter Software (oder aus
geeigneten Tabellen) als Np.g75 = 1.96.
> Insgesamt erhilt man also das Schwankungsintervall

{50 _ 10 496504 20 . 1.96} = [46.08,53.92] .

V25 V25
» Die Ziehung einer Stichprobenrealisation fiihrt also mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 95% zu einer Realisation X von X im Intervall

[46.08,53.92].
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4 Schwankungsintervalle Schwankungsintervalle 4.2

Beispiel: Schwankungsintervall (Grafische Darstellung)
Im Beispiel: X ~ N (50, %)

0.20
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5 Konfidenzintervalle

Konfidenzintervalle

e Schwankungsintervalle fiir X zu gegebenem Erwartungswert i und gegebener
Varianz 02 von Y eher theoretisch interessant.

o In praktischen Anwendungen der schlieBenden Statistik: 1 (und eventuell
auch 0?) unbekannt!

o Ziel ist es, iiber die (bereits diskutierte) Parameterpunktschitzung durch X
hinaus mit Hilfe der Verteilung von X eine Intervallschitzung von p zu
konstruieren, die bereits Information tiber die Giite der Schatzung enthilt.

@ Ansatz zur Konstruktion dieser Intervallschatzer dhnlich zum Ansatz bei der
Konstruktion von (symmetrischen) Schwankungsintervallen.

o Idee: Verwende die Kenntnis der Verteilung von X (abhingig vom
unbekannten ), um zufillige (von der Stichprobenrealisation abhingige)
Intervalle zu konstruieren, die den wahren Erwartungswert ;1 mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit liberdecken.

o Konfidenzintervalle nicht nur fiir den Erwartungswert p einer Verteilung
moglich; hier allerdings Beschrankung auf Konfidenzintervalle fiir p.
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5 Konfidenzintervalle Konfidenzintervalle bei bekannter Varianz 5.1

Konfidenzintervalle fiir 1 bei bekannter Varianz o2

o Fiir die (festen!) Schwankungsintervalle [u — % “Ni_g,p+ \% . Nl_%} fur
X zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — o auf Grundlage der exakten oder

niherungsweise verwendeten Standardnormalverteilung der GréBe X=£/n gilt

o
nach Konstruktion

~ g o

o Idee: Auflosen dieser Wahrscheinlichkeitsaussage nach p, das heiBt, Suche
von zufilligen Intervallgrenzen p, < p, mit der Eigenschaft

|
P{u€ [pu pol} = P{uu<p<pot=1l-a.
(bzw. genauer P{u < p,} < S und P{u> po} L $).
@ Solche Intervalle [uy, to] nennt man dann (zweiseitige) Konfidenzintervalle

fiir u zum Konfidenzniveau (zur Vertrauenswahrscheinlichkeit) 1 — «.
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5 Konfidenzintervalle

Man erhalt

n
— o — g
=2 P{X+ﬁ'N1<§>,u>X—ﬁ-N1<; =1—«
— o — g
& P{X—ﬁ'N1‘§§M§X+ﬁ'N1‘2‘ =1—-«

= P{HG[X—J-Nl_g,XJr

zum Konfidenzniveau 1 — « fiir p.
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5 Konfidenzintervalle Konfidenzintervalle bei bekannter Varianz 5.1

@ In der resultierenden Wahrscheinlichkeitsaussage

S

— o — g
P{X—ﬁ‘N12§ <X+ \f.ng}_l_a

sind die Intervallgrenzen
=X -

Ni_ und fo = X +

oS

.
\vn
des Konfidenzintervalls zufllig (nicht etwa p!).

@ Ziehung einer Stichprobenrealisation liefert also Realisationen der
Intervallgrenzen und damit ein konkretes Konfidenzintervall, welches den
wahren (unbekannten) Erwartungswert o entweder iiberdeckt oder nicht.

@ Die Wahrscheinlichkeitsaussage fiir Konfidenzintervalle zum Konfidenzniveau
1 — « ist also so zu verstehen, dass man bei der Ziehung der Stichprobe mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1 — « ein Stichprobenergebnis erhilt, welches zu
einem realisierten Konfidenzintervall fiihrt, das den wahren Erwartungswert
tiberdeckt.
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5 Konfidenzintervalle Konfidenzintervalle bei bekannter Varianz 5.1

Beispiel: Konfidenzintervall bei bekanntem o2

o Die Zufallsvariable Y sei normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert
und bekannter Varianz 02 = 22.
@ Gesucht: Konfidenzintervall fiir 4 zum Konfidenzniveau 1 — o = 0.99.

@ Als Realisation xi, ..., x1¢ einer einfachen Stichprobe Xi, ..., X1 vom
Umfang n =16 zu Y liefere die Stichprobenziehung

18.75, 20.37, 18.33, 23.19, 20.66, 18.36, 20.97, 21.48, 21.15, 19.39, 23.02,
20.78, 18.76, 15.57, 22.25, 19.91 ,

was zur Realisationen X = 20.184 von X fiihrt.

, X

(N])

@ Als Realisation des Konfidenzintervalls fiir g zum Konfidenzniveau
1 — a = 0.99 erhilt man damit insgesamt
o o
X——- Np_o — Ny
[X v R }

2
-2.576,20.184 + — - 2.576}

= [20.184 —
| 7

2
V16
—[18.896,21.472] .
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5 Konfidenzintervalle

Konfi i alle bei unbek Varianz 5.2

Verteilung von X bei unbekanntem o2

@ Wie kann man vorgehen, falls die Varianz o2 von Y unbekannt ist?
o Naheliegender Ansatz: Ersetzen von o2 durch eine geeignete Schitzfunktion.
o Erwartungstreue Schitzfunktion fiir o2 bereits bekannt:

1 “ — 1 1 n -2 n — =2
52:n—lz(Xi_X)2:n—1 (;X'?)_n—lx :n—1<X2_X)

i=1

@ Ersetzen von o durch S = v/ 52 méglich, Verteilung dndert sich aber:
Satz 5.1
Seien Y ~ N(u,0?), Xi,...,X, eine einfache Stichprobe zu Y. Dann gilt mit

S=vVF = [T —X)P =/ - %)

VA~ tn-1),

wobei t(n — 1) die t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden bezeichnet.
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5 Konfidenzintervalle Konfi i alle bei unbek Varianz 5.2

Die Familie der t(n)-Verteilungen

o Die Familie der t(n)-Verteilungen mit n > 0 ist eine spezielle Familie stetiger
Verteilungen. Der Parameter n wird meist ,,Anzahl der Freiheitsgrade’
(.degrees of freedom") genannt.

o t-Verteilungen werden (vor allem in englischsprachiger Literatur) oft auch als
»Student’s t distribution” bezeichnet; ,Student” war das Pseudonym, unter
dem William Gosset die erste Arbeit zur t-Verteilung in englischer Sprache
veroffentlichte.

o t(n)-Verteilungen sind fiir alle n > 0 symmetrisch um 0. Entsprechend gilt fiir
p-Quantile der t(n)-Verteilung, die wir im Folgendem mit t,., abkiirzen,
analog zu Standardnormalverteilungsquantilen

tp = —tn1-p bzw. tni—p = —tnp

fir alle p € (0,1)
o Fiir wachsendes n nahert sich die t(n)-Verteilung der
Standardnormalverteilung an.
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5 Konfidenzintervalle Konfi i alle bei unbek Varianz 5.2

Grafische Darstellung einiger t(n)-Verteilungen
fiir n € {2, 5, 10,25, 100}

— N(0,1)
— 12
1(5)
1(10)
1(25)
1(100)

0.4
|

f(x)

0.2

0.1

0.0
|
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5 Konfidenzintervalle Konfi i alle bei unbek Varianz 5.2

@ Konstruktion von Konfidenzintervallen fiir ;1 bei unbekannter Varianz
02 = Var(Y) ganz analog zur Situation mit bekannter Varianz, lediglich

@ Ersetzen von o durch S =52 = \/n11 (X — X)?

@ Ersetzen von Nl_% durch tho11-g

erforderlich.

@ Resultierendes Konfidenzintervall:

— S —
X——" tn71;17%7X+

S
—_— t_11_a
\/E \/E n—11-9

e Bendtigte Quantile t,_1;1—g konnen dhnlich wie bei der
Standardnormalverteilung z.B. mit der Statistik-Software R ausgerechnet
werden oder aus geeigneten Tabellen abgelesen werden.

@ Mit R erhilt man z.B. tj50.975 durch
> qt(0.975,15)
[1] 2.13145
e Mit zunehmendem n werden die Quantile der t(n)-Verteilungen betragsmiBig

kleiner und ndhern sich den Quantilen der Standardnormalverteilung an.
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5 Konfidenzintervalle

Quantile der

t-Verteilungen: t,.,

alle bei

n\p 0.85 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.9995
1| 1963 3.078 6.314 12706 31.821 63.657 636.619

2 | 1.386 1.886  2.920 4.303 6.965 9.925 31.599

3 | 1.250 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.924

4 | 1.190 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610

5 | 1.156 1476 2015 2571 3.365 4.032 6.869

6 | 1.134 1440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959

7 | 1.119 1415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408

8 | 1.108 1397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041

9 | 1.100 1383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
10 | 1.093 1372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
11 | 1.088 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12 | 1.083 135 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13 | 1.079 1350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 | 1.076  1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
15 | 1.074 1341 1.753 2131 2.602 2.947 4.073
20 | 1.064 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
25 | 1.058 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
30 | 1.055 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.646
40 | 1.050 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
50 | 1.047 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.496
100 | 1.042 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.390
200 | 1.039 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601 3.340
500 | 1.038 1.283 1.648 1.965 2.334 2.586 3.310
1000 | 1.037 1.282 1.646 1.962 2.330 2.581 3.300
5000 | 1.037 1.282 1.645 1.960 2.327 2.577 3.292
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5 Konfidenzintervalle Konfi i alle bei unbek Varianz 5.2

Beispiel: Konfidenzintervall bei unbekanntem o?

o Die Zufallsvariable Y sei normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert
und unbekannter Varianz.

@ Gesucht: Konfidenzintervall fiir 4 zum Konfidenzniveau 1 — oo = 0.95.
@ Als Realisation xi, ..., xg einer einfachen Stichprobe Xi, ..., Xy vom Umfang
n=9 zu Y liefere die Stichprobenziehung
28.12, 30.55, 27.49, 34.79, 30.99, 27.54, 31.46, 32.21, 31.73 ,
was zur Realisationen X = 30.542 von X und zur Realisation s = 2.436 von
S = /S fiihrt.
@ Als Realisation des Konfidenzintervalls fiir g zum Konfidenzniveau
1 — a = 0.95 erhilt man damit insgesamt

— S _ 5
|:X - % : tn—l;l—%7X + ﬁ : tn—l;l—(;:l
= [30.542 — 2436 -2.306,30.542 + 2436 . 2.306]
Vo V9

—[28.67,32.414] .
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5 Konfidenzintervalle Konfi i alle bei unbek Varianz 5.2

Konfidenzintervalle, falls Y nicht normalverteilt

@ Ist Y nicht normalverteilt, aber die Varianz o2 von Y bekannt, so
verwendet man wie bei der Berechnung der Schwankungsintervalle
ndherungsweise (durch den zentralen Grenzwertsatz gerechtfertigt!) die

X—p

o}

Standardnormalverteilung als Naherung der Verteilung von n und

erhilt so approximative (ndherungsweise) Konfidenzintervalle

X —— Nl_,,X +—=-Ni_g

\/>

zum (Konfidenz-)Niveau 1 — a.

@ Ist Y nicht normalverteilt und die Varianz von Y unbekannt, so verwendet
man nun analog als Ndherung der Verteilung von —f die

t(n — 1)-Verteilung und erhilt so approximative (naherungsweise)
Konfidenzintervalle

Sie

X_ >

zum (Konfidenz-)Niveau 1 — .
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5 Konfidenzintervalle Konfi i alle bei unbek Varianz 5.2

Spezialfall: Konfidenzintervalle fiir p, falls Y ~ B(1, p)

e Gilt Y ~ B(1, p) fiir einen unbekannten Parameter p € [0,1], so kénnen
Konfidenzintervalle wegen p = E(Y) = p ndherungsweise ebenfalls mit Hilfe
der Naherung @ aus Folie 87 bestimmt werden.

@ In der ,Formel” fiir die Berechnung der Konfidenzintervalle ersetzt man
iiblicherweise X wieder durch die in dieser Situation geldufigere
(gleichbedeutende!) Notation p.

n

1 —
o Die (notwendige) Berechnung von S = 1 Z(X,- — X)? gestaltet sich
i=1
hier besonders einfach. Man kann zeigen, dass S? = rnlﬁ(l —p) gilt.

@ Man erhilt so die von der Stichprobe nur noch iiber p abhingige Darstellung

=P )
Y B S A LA S Y
[P o1 Li-g,p+ o1 1;1-2

fiir approximative Konfidenzintervalle fiir p zum Niveau 1 — «.
@ Die Giite der Naherung hangt von n und p ab. Je gréBer n, desto besser; je
naher p an % desto besser.
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