Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Vorlesung an der Universitdt des Saarlandes

PD Dr. Martin Becker

Sommersemester 2022

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

1 Einleitung

Organisatorisches |l

@ Informationen und Materialien tiber Moodle sowie unter

https://www.lehrstab-statistik.de

bzw. spezieller

Folie 1

Organisatorisches 1.1

https://www.lehrstab-statistik.de/deskrwrss2022.html

(bei Problemen https://www2.lehrstab-statistik.de versuchen!)

o Kontakt: PD Dr. Martin Becker
Geb. C3 1, 2. OG, Zi. 2.17

e-Mail: martin.becker@mx.uni-saarland.de

@ Sprechstunde (via MS Teams oder in Prisenz) nach Terminabstimmung per

e-Mail
@ Vorlesungsunterlagen

» Vorlesungsfolien (einer Anregung folgend direkt vollstindig)
» Erklir-Videos zu den Vorlesungsfolien (nach und nach eingestellt)

» Zusatzlich: lehrbuchartige Aufbereitung der Inhalte der ersten drei Wochen im

Online-Skript
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1 Einleitung Organisatorisches 1.1

Organisatorisches |

Vorlesung: Freitag, 12-14 Uhr, Geb3ude B4 1, Audimax (ab 22.04.)
Ubungen: siche Homepage, Beginn: ab Montag (25.04.)

Priifung: 2-stiindige Klausur nach Semesterende (1. Priifungszeitraum)
Anmeldung und Informationen zum Termin im ViPa

Hilfsmittel fiir Klausur

> ,Moderat" programmierbarer Taschenrechner, auch mit Grafikfahigkeit
> 2 beliebig gestaltete DIN A 4-Blitter (bzw. 4, falls nur einseitig)
» Bendtigte Tabellen werden gestellt, aber keine weitere Formelsammlung!

Durchgefallen — was dann?
> ,Wiederholungskurs® im kommenden (Winter-)Semester

» ,Nachpriifung" (voraussichtlich) erst Marz/April 2023 (2. Priifungszeitraum)

> ,Regulare’ VorIesung/Ubungen wieder im Sommersemester 2023
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1 Einleitung Organisatorisches 1.1

Organisatorisches IlI

o Ubungsunterlagen
» Neues Ubungsblatt i.d.R. freitags zum Download
> Ergebnisse (keine Musterlésungen!) zu den meisten Aufgaben ebenfalls
unmittelbar verfiigbar

» Ausfiihrlichere Lésungen zu den Ubungsaufgaben in der Folgewoche sowohl in

den Ubungsgruppen als auch im Online-Skript (einschlieBlich Erkl&rvideos),

damit Sie nicht zu sehr in Versuchung geraten, sich die Lésung vor der eigenen

Bearbeitung der Ubungsblitter anzuschauen!

» Eigene Bearbeitung der Ubungsblstter (vor Betrachten der bereitgestellten
Ldsungen) wichtigste Klausurvorbereitung (eine vorhandene Lésung zu
verstehen etwas ganz anderes als eine eigene Ldsung zu finden!).

o Alte Klausuren

> Aktuelle Klausuren inklusive der meisten Ergebnisse unter ,Klausuren" auf
Homepage des Lehrstabs verfiigbar

» Priifungsrelevant sind (natiirlich) alle in Vorlesung und Ubungsprogramm
behandelten Inhalte, nicht nur die Inhalte der Altklausuren!
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1 Einleitung Motivation 1.2

Was ist eigentlich , Statistik"?

@ Der Begriff ,Statistik" hat verschiedene Bedeutungen, insbesondere:

> Oberbegriff fiir die Gesamtheit der Methoden, die fiir die Erhebung und
Verarbeitung empirischer Informationen relevant sind
(— statistische Methodenlehre)

> (Konkrete) Tabellarische oder grafische Darstellung von Daten

> (Konkrete) Abbildungsvorschrift, die in Daten enthaltene Informationen auf
eine ,Kennzahl" (— Teststatistik) verdichtet

@ Grundlegende Teilgebiete der Statistik:

» Deskriptive Statistik (auch: beschreibende Statistik, explorative Statistik)
» SchlieBende Statistik (auch: inferenzielle Statistik, induktive Statistik)

@ Typischer Einsatz von Statistik:

Verarbeitung — insbesondere Aggregation — von (eventuell noch zu
erhebenden) Daten mit dem Ziel, (informelle) Erkenntnisgewinne zu erhalten
bzw. (formal) Schliisse zu ziehen.

~~ Bestimmte Informationen ,,ausblenden”, um neue Informationen zu erkennen
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1 Einleitung Motivation 1.2

Kann man mit Statistik liigen? |

Und falls ja, wie (schiitzt man sich dagegen)?

o Natiirlich kann man mit Statistik , liigen" bzw. tduschen!

o ,Anleitung” von Prof. Dr. Walter Kramer (TU Dortmund):
So liigt man mit Statistik, Campus, 2015

o Offensichtliche Moglichkeit: Daten (vorsitzlich) manipulieren/falschen:
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1 Einleitung Motivation 1.2

Vorurteile gegeniiber Statistik

o Einige Zitate oder Volksweisheiten":
» Statistik ist pure Mathematik, und in Mathe war ich immer schlecht...”
» ,Mit Statistik kann man alles beweisen!"
> ,lch glaube nur der Statistik, die ich selbst gefélscht habe.”
(h3ufig Winston Churchill zugeschrieben, aber eher Churchill von Goebbels’
Propagandaministerium ,,in den Mund gelegt")
> ,There are three kinds of lies: lies, damned lies, and statistics."
(h3ufig Benjamin Disraeli zugeschrieben)
~~ negative Vorurteile gegeniiber der Disziplin ,Statistik"
@ Tatsachlich aber
> benétigt man fiir viele statistische Methoden nur die vier Grundrechenarten.
> ist , gesunder Menschenverstand” viel wichtiger als mathematisches Know-How.
> sind nicht die statistischen Methoden an sich schlecht oder gar falsch, sondern
die korrekte Auswahl und Anwendung der Methoden zu hinterfragen.
» werden viele (korrekte) Ergebnisse statistischer Untersuchungen lediglich falsch
interpretiert.
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1 Einleitung Motivation 1.2

Kann man mit Statistik liigen? Il

Und falls ja, wie (schiitzt man sich dagegen)?

@ Weitere Moglichkeiten zur Tauschung
> Irrefiihrende Grafiken
> (Bewusstes) Weglassen relevanter Information
> (Bewusste) Auswahl ungeeigneter statistischer Methoden

o Haiufiges Problem (vor allem in den Medien):
Suggestion von Sicherheit durch hohe Genauigkeit angegebener Werte
~ zusatzlich: Ablenkung vom , Addquationsproblem®
(misst der angegebene Wert iiberhaupt das ,Richtige?)
@ Schutz vor Tauschung:
» Mitdenken!

» ,Gesunden Menschenverstand” einschalten!
» Gute Grundkenntnisse in Statistik!
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (Addquationsproblem) |

vgl. Walter Kramer: So liigt man mit Statistik, Piper, Miinchen, 2009

o Frage: Was ist im Durchschnitt sicherer, Reisen mit Bahn oder Flugzeug?

o Statistik 1:
Bahn 9 Verkehrstote pro 10 Milliarden Passagierkilometer
Flugzeug 3 Verkehrstote pro 10 Milliarden Passagierkilometer

~> Fliegen sicherer als Bahnfahren!

o Statistik 2:
Bahn 7 Verkehrstote pro 100 Millionen Passagierstunden
Flugzeug 24 Verkehrstote pro 100 Millionen Passagierstunden

~» Bahnfahren sicherer als Fliegen!
o Widerspruch? Fehler?
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (,,Schlechte” Statistik) |

o Studie/Pressemitteilung des ACE Auto Club Europa anldBlich des Frauentags
am 8. Marz 2010: , Autofahrerinnen im Osten am besten” (siehe
https://www.ace.de/fileadmin/user_uploads/Der_Club/Dokumente/Verkehrspolitik/Handout-Booklet-ACE-Studien.pdf,

S. 88-90)
@ Untersuchungsgegenstand:
> Regionale Unterschiede bei Unfallhdufigkeit mit Frauen als Hauptverursacher
> Vergleich Unfallhdufigkeit mit Frau bzw. Mann als Hauptverursacher

@ Wesentliche Datengrundlage ist eine Publikation des Statistischen
Bundesamts (Destatis): ,,Unfille im StraBenverkehr nach Geschlecht 2008"
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (Addquationsproblem) Il

vgl. Walter Kramer: So liigt man mit Statistik, Piper, Miinchen, 2009

@ Nein, Unterschied erklart sich durch héhere Durchschnittsgeschwindigkeit in
Flugzeugen (Annahme: ca. 800 km/h vs. ca. 80 km/h)

o Wie wird ,Sicherheit" gemessen? Welcher ,,Durchschnitt” ist geeigneter?
~ Interpretation abhingig von der Fragestellung! Hier:

» Steht man vor der Wahl, eine gegebene Strecke per Bahn oder Flugzeug
zuriickzulegen, so ist Fliegen sicherer.

> Vor einem vierstiindigen Flug ist dennoch eine groBere , Todesangst"
angemessen als vor einer vierstiindigen Bahnfahrt.
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (,,Schlechte” Statistik) Il

@ Beginn der Pressemitteilung des ACE:

,Von wegen schwaches Geschlecht: Hinterm Steuer sind Frauen
besonders stark.“

Weiter heiBt es:

“Auch die durch Autofahrerinnen verursachten Unfélle mit
Personenschaden liegen wesentlich hinter den von Mannern
verursachten gleichartigen Karambolagen zuriick.*

und in einer Zwischeniiberschrift

»Schlechtere Autofahrerinnen sind immer noch besser als Manner*
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (,,Schlechte” Statistik) Il

e ,Statistische" Argumentation: Laut Destatis-Quelle sind (angeblich!)
> mehr als 2/3 aller Unfille mit Personenschaden 2008 (genauer: 217 843 von
etwas iiber 320000 Unfillen) durch PKW-fahrende Manner verursacht worden,
» nur 37% aller Unfille mit Personenschaden 2008 durch PKW-fahrende Frauen
verursacht worden.
o Erste Auffilligkeit: 66.6% + 37% = 103.6% (?777?)
o Ldsung: Ablesefehler (217 843 aller 320614 Unfélle mit Personenschaden
(67.9%) wurden mit PKW-Fahrer (geschlechtsunabhingig) als
Hauptverursacher registriert)
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (,,Schlechte” Statistik) V

@ Modellrechnung des DIW aus dem Jahr 2004 schatzt
» Anzahl Manner mit PKW-Fiihrerschein auf 28.556 Millionen,
> Anzahl Frauen mit PKW-Fiihrerschein auf 24.573 Millionen.
o Weitere iltere Studie (von 2002) schatzt
» durchschnittliche Fahrleistung von Mannern mit PKW-Fiihrerschein auf 30
km/Tag,
» durchschnittliche Fahrleistung von Frauen mit PKW-Fiihrerschein auf 12
km/Tag.
o Damit stehen also

> bei Mannern 132757 verursachte Unfélle geschatzten

30 - 365 - 28.556 = 312688.2 Millionen gefahrenen Kilometern,
> bei Frauen 78 148 verursachte Unfille geschitzten

12 - 365 - 24.573 = 107629.74 Millionen gefahrenen Kilometern

gegeniiber.
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (,,Schlechte” Statistik) IV

o Korrekte Werte:

> Bei 210905 der 217 843 Hauptunfallverursacher als PKW-Fahrzeugfiihrer
wurde Geschlecht registriert.
» 132757 waren minnlich (62.95%), 78 148 weiblich (37.05%)

@ Also: immer noch deutlich mehr Unfille mit PKW-fahrenden Mannern als
Hauptverursacher im Vergleich zu PKW-Fahrerinnen.

@ Aber: Absolute Anzahl von Unfillen geeignetes Kriterium fiir Fahrsicherheit?
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (,,Schlechte” Statistik) VI

@ Dies fiihrt im Durchschnitt
> bei Mannern zu 0.425 verursachten Unfillen mit Personenschaden pro eine
Million gefahrenen Kilometern,
> bei Frauen zu 0.726 verursachten Unféllen mit Personenschaden pro eine
Million gefahrenen Kilometern.
@ Pro gefahrenem Kilometer verursachen (schatzungsweise) weibliche
PKW-Fahrer also durchschnittlich ca. 71% mehr Unfille als mannliche!

@ Anstatt dies zu konkretisieren, raumt die Studie lediglich weit am Ende ein
entsprechendes Ungleichgewicht bei der jahrlichen Fahrleistung ein.
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (,,Schlechte” Statistik) VII

1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (Irrefiihrende Grafik) |

vgl. http://www.klein-singen.de/statistik/h/Wissenschaft/Bevoelkerungswachstum.html

Bevdlkerungswachstum in China
@ Welt Online (siehe http://www.welt.de/vermischtes/article6674754/
Frauen-sind-bessere-Autofahrer-als-Maenner.html) beruft sich auf Mio 1270

die ACE-Studie in einem Artikel mit der Uberschrift 1250 1 1290.-
»Frauen sind bessere Autofahrer als Mdnner*
. . . 1000 1000 -
und der pragnanten Bildunterschrift A
»Manner glauben bloB, sie seien die besseren Autofahrer. Eine ol 790
Unfall-Statistik beweist das Gegenteil." |
Erst am Ende wird einschrinkend erw&hnt: 560
. . . . 5004 425 420~
,Fairerweise muss man erwihnen, dass Minner tiglich deutlich mehr | 400 __—— -
Kilometer zuriicklegen. Und: Wahrend 93 Prozent von ihnen einen o050l 200~ |
Fiihrerschein besitzen, sind es bei den Frauen lediglich 82 Prozent." 100 =

1680 1760 1850 1900 1930 1950 1970 1980 1995 2000
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Beispiel (Irrefiihrende Grafik) I

identischer Datensatz, angemessene Skala
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Motivation 1.2
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1 Einleitung
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Motivation 1.2

Beispiel (Chartjunk)

Microsoft Excel mit Standardeinstellung fiir 3D-Liniendiagramme

Bevdlkerungswachstum in China
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1 Einleitung Motivation 1.2

Beispiel (Grafik ohne Chartjunk)

Statistik-Software R, identischer Datensatz
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@ Mit etwas (deskriptiver) Statistik in tabellarischer Form:

SPD CDU Die Linke FDP  Griine NPD | Summe
Anzahl der Stimmen 144 131 52 23 19 6 375
Stimmenanteil in % 38.40 34.93 13.87 6.13 5.07 1.60 100.00

@ Grafisch aufbereitete Varianten:

Verteilung der Stimmen Verteilung der Stimmen
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1 Einleitung Motivation 1.2

Kann Statistik auch nutzlich sein?

Welche Partei erhilt wie viele Stimmen im Wahlbezirk 1.206 der Gemeinde
Losheim am See bei den Erststimmen zur Bundestagswahl 20097 Stimmen:

Die Linke, SPD, CDU, Die Linke, SPD, SPD, Die Linke, CDU, FDP, Griine, Die Linke, SPD, Die Linke, CDU,
SPD, CDU, CDU, SPD, SPD, FDP, CDU, FDP, Die Linke, Die Linke, Griine, CDU, CDU, CDU, CDU, Die
Linke, CDU, CDU, CDU, SPD, CDU, SPD, SPD, CDU, FDP, FDP, SPD, CDU, CDU, CDU, CDU, SPD, SPD,
SPD, CDU, NPD, SPD, Die Linke, CDU, CDU, FDP, Griine, SPD, FDP, CDU, CDU, CDU, SPD, SPD, SPD,
CDU, Die Linke, CDU, Die Linke, SPD, FDP, CDU, SPD, CDU, CDU, CDU, SPD, Die Linke, CDU, Die Linke,
NPD, SPD, Griine, FDP, SPD, FDP, SPD, CDU, SPD, CDU, SPD, SPD, SPD, SPD, CDU, CDU, Die Linke,
CDU, CDU, SPD, CDU, CDU, Die Linke, CDU, SPD, SPD, SPD, SPD, SPD, SPD, Die Linke, Die Linke, Die
Linke, CDU, Die Linke, CDU, Griine, CDU, CDU, SPD, CDU, SPD, CDU, CDU, SPD, SPD, CDU, FDP, CDU,
SPD, SPD, SPD, CDU, CDU, Die Linke, CDU, CDU, CDU, CDU, SPD, FDP, SPD, SPD, Die Linke, SPD,
Griine, SPD, Griine, FDP, SPD, CDU, Die Linke, FDP, SPD, CDU, SPD, SPD, SPD, SPD, Die Linke, SPD,
SPD, CDU, SPD, CDU, Die Linke, SPD, CDU, CDU, CDU, SPD, SPD, SPD, Die Linke, FDP, Griine, CDU,
SPD, CDU, SPD, SPD, Die Linke, SPD, CDU, CDU, CDU, SPD, SPD, SPD, Die Linke, SPD, SPD, SPD,
SPD, Die Linke, CDU, CDU, Die Linke, CDU, CDU, SPD, SPD, CDU, CDU, SPD, SPD, CDU, CDU, NPD,
SPD, SPD, CDU, SPD, SPD, Griine, CDU, SPD, SPD, Die Linke, FDP, Die Linke, CDU, SPD, Griine, SPD,
CDU, SPD, Die Linke, Die Linke, SPD, CDU, Die Linke, SPD, SPD, SPD, Die Linke, Die Linke, SPD, SPD,
FDP, CDU, CDU, SPD, SPD, CDU, SPD, CDU, SPD, SPD, CDU, SPD, CDU, CDU, SPD, Griine, SPD, SPD,
SPD, CDU, CDU, SPD, SPD, SPD, FDP, Die Linke, CDU, FDP, CDU, Die Linke, SPD, CDU, CDU, CDU,
CDU, Griine, CDU, CDU, CDU, SPD, CDU, SPD, Die Linke, CDU, Die Linke, SPD, Die Linke, NPD, CDU,
Griine, Die Linke, CDU, CDU, Die Linke, Die Linke, SPD, SPD, CDU, Griine, SPD, Die Linke, SPD, SPD,
SPD, CDU, Die Linke, SPD, SPD, SPD, NPD, SPD, CDU, SPD, SPD, SPD, Griine, CDU, SPD, SPD, SPD,
FDP, Griine, SPD, Die Linke, CDU, SPD, SPD, CDU, SPD, SPD, Die Linke, Die Linke, CDU, FDP, CDU,
SPD, Die Linke, SPD, CDU, CDU, SPD, SPD, SPD, CDU, CDU, Griine, CDU, CDU, CDU, FDP, Die Linke,
SPD, CDU, Die Linke, CDU, SPD, CDU, FDP, SPD, SPD, CDU, SPD, CDU, CDU, CDU, CDU, NPD, CDU,
Griine, SPD, SPD, CDU, Griine, CDU, SPD, CDU, SPD
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1 Einleitung Motivation 1.2

Organisation der Statistik-Veranstaltungen

Deskriptive Statistik

Sommersemester

Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wintersemester

SchlieBende Statistik
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Teil |

Deskriptive Statistik

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Datenerhebung I

@ Bei Priméarerhebung: Untersuchungsziel bestimmt
> Auswahl bzw. Abgrenzung der statistischen Masse
» Auswahl der zu erhebenden Merkmale
> Art der Erhebung, z.B. Befragung (Post, Telefon, Internet, persdnlich),
Beobachtung, Experiment

@ Sorgfalt bei Datenerhebung enorm wichtig:
Fehler bei Datenerhebung sind spater nicht mehr zu korrigieren!

@ Ausfiihrliche Diskussion hier aus Zeitgriinden nicht moglich

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung
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2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Datenerhebung |

@ Beginn jeder (deskriptiven) statistischen Untersuchung: Datenerhebung

@ Zu einer Menge von Merkmalstragern (statistische Masse), eventuell Teil
einer groBeren Grundgesamtheit, werden ein oder mehrere Merkmale
erhoben

@ Unterscheidung nach

» Primarerhebung <> Sekundarerhebung:
Neue Erhebung oder Nutzung von vorhandenem Datenmaterial

> Vollerhebung <+ Teilerhebung:
Erhebung der Merkmale fiir ganze Grundgesamtheit oder Teilgesamtheit
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2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Vorsicht vor , falschen Schliissen! |

@ Deskriptive Statistik fasst lediglich Information {iber statistische Masse
zusammen

@ Schliisse auf (gréBere) ,Grundgesamtheit” (bei Teilerhebung)
~> SchlieBende Statistik

@ Dennoch hiufig zu beobachten:
wInformelles” Ubertragen der Ergebnisse in der statistischen Masse auf groBere

Menge von Merkmalstragern

~~ Gefahr von falschen Schliissen!
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2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Vorsicht vor ,falschen Schliissen”! Il

Beispiel: Bachelor-Absolventen (vgl. Kramer: So liigt man mit Statistik)

Hatte man am Ende des SS 2011 in der statistischen Masse der Absolventen des
BWL-Bachelorstudiengangs in Saarbriicken die Merkmale , Studiendauer” und
. Abschlussnote” erhoben, wiirde man wohl feststellen, dass alle Abschliisse in
Regelstudienzeit und im Durchschnitt mit einer guten Note erfolgt sind. Warum?
Kann man dies ohne weiteres auf Absolventen anderer Semester iibertragen?

~» Zur Interpretationsfahigkeit von Ergebnissen statistischer Untersuchungen:

» Abgrenzung der zugrundeliegenden statistischen Masse sehr wichtig
> (Mbdglichst) objektive Festlegung nach Kriterien zeitlicher, raumlicher und
sachlicher Art
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2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Merkmalswerte, Merkmalsraum, Urliste |

@ Bei der Datenerhebung werden den Merkmalstrégern zu jedem erhobenen
Merkmal Merkmalswerte oder Beobachtungswerte zugeordnet.

@ Man nimmt an, dass man (im Prinzip auch vor der Erhebung) eine Menge M
angeben kann, die alle vorstellbaren Merkmalswerte eines Merkmals enthilt.

o Das n-Tupel (x1,...,x,) der Merkmalswerte xi, ..., x, (aus der Menge M)
zu einem bei den n Merkmalstragern erhobenen Merkmal X bezeichnet man
als Urliste.

@ Die Menge A der (verschiedenen) in der Urliste (tatséchlich) auftretenden
Merkmalswerte, in Zeichen

A={aeM|3Iie{l,...,n} mitx;=a},

heiBt Merkmalsraum, ihre Elemente Merkmalsauspragungen.
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2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Definition 2.1 (Menge, Machtigkeit, Tupel)

Q Eine (endliche) Menge M ist die Zusammenfassung (endlich vieler)
unterschiedlicher Objekte (Elemente).

@ Zu einer endlichen Menge M bezeichnen #M oder auch |M| die Anzahl der
Elemente in M. #M bzw. |M| heiBen auch Machtigkeit der Menge M.

@ Fiir eine Anzahl n > 1 von (nicht notwendigerweise verschiedenen!)
Elementen xy, X2, . . . , X, aus einer Menge M wird eine (nach ihrer Reihenfolge
geordnete) Auflistung (x1, X2, ..., %) bzw. X1, o, ..., X, als n-Tupel aus der
Menge M bezeichnet. 2-Tupel (x1,x2) heiBen auch Paare.

@ Lassen sich die Elemente der Menge M (der GréBe nach) ordnen, so sei (zu
einer vorgegebenen Ordnung)

Q@ mit (X(1), X@2), - - - » X(n)) bZW. X1), X(2) - - - , X(n) das der GréBe nach geordnete
n-Tupel der n Elemente x1,x2, ..., X, aus M bezeichnet, es gelte also
) 5 5 S 707 S K o

@ zu einer endlichen Teilmenge A C M der Machtigkeit m mit
(aq), a@), - - - » am)) bzw. aqy, a), - - -, a(m) das der GréBe nach geordnete
m-Tupel der Elemente a1, az, . ..,am von A bezeichnet, es gelte also
aq) < ap) << am) -
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2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Merkmalswerte, Merkmalsraum, Urliste |l

Beispiel Wahlergebnis

Urliste (siehe Folie 22) aus gewahlten Parteien der 375 abgegebenen giiltigen
Stimmen:
x1 = “Die Linke", xo = "SPD", x3 = “CDU", x4 = "Die Linke", xs = "SPD”,
x6 = "SPD’", x; = “Die Linke", xs3 = “CDU”", xo = “"FDP", x10 = “Griine”, x11 =
“Die Linke", x120 = "SPD", x13 = “Die Linke", x1a = “CDU’", x15 = "SPD’, x16 =
“CDU’, x17 = “CDU’", x18 = “SPD", x19 = “SPD", x20 = “FDP”, . ..

Merkmalsraum: A = {SPD, CDU, Die Linke, FDP, Griine, NPD}
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2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik 2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Merkmalstypen | Merkmalstypen I

Definition 2.2 (Merkmalstypen)

Q@ Ein Merkmal heiBt

nominalskaliert, wenn seine Auspragungen lediglich unterschieden werden
sollen,

ordinalskaliert oder rangskaliert, wenn (dariiberhinaus) eine (Rang-)Ordnung
auf den Auspragungen vorgegeben ist,

kardinalskaliert oder metrisch skaliert, wenn (dariiberhinaus) ein ,Abstand"
auf der Menge der Auspragungen vorgegeben ist, also wenn das AusmaB der
Unterschiede zwischen verschiedenen Auspragungen gemessen werden kann.

@ Ein Merkmal heiBt quantitativ, wenn es kardinalskaliert ist, qualitativ sonst.

@ Ein Merkmal heif3t

diskret, wenn es qualitativ ist oder wenn es quantitativ ist und die Menge der
méglichen Auspragungen endlich oder abzahlbar unendlich ist,

stetig, wenn es quantitativ ist und fiir je zwei mogliche
Merkmalsauspragungen auch alle Zwischenwerte angenommen werden kénnen.

Welche der in Definition 2.2 erwdhnten Eigenschaften fiir ein Merkmal
zutreffend sind, hdngt von der jeweiligen Anwendungssituation ab.

Insbesondere ist die Abgrenzung zwischen stetigen und diskreten Merkmalen
oft schwierig (allerdings meist auch nicht besonders wichtig).

Damit ein Merkmal (mindestens) ordinalskaliert ist, muss die verwendete
Ordnung — insbesondere bei Mehrdeutigkeit — eindeutig festgelegt sein.

Haufig findet man zusatzlich zu den in 2.2 erlduterten Skalierungen auch die
Begriffe Intervallskala, Verhéltnisskala und Absolutskala. Diese stellen
eine feinere Unterteilung der Kardinalskala dar.

Unabhangig vom Skalierungsniveau heiBt ein Merkmal numerisch, wenn
seine Merkmalsauspragungen Zahlenwerte sind.
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2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik 2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Merkmalstypen IlI Umwandlung von Merkmalstypen |

@ Umwandlung qualitativer in quantititative Merkmale durch Quantifizierung:

Beispiel (Merkmalstypen)

nominalskalierte Merkmale: Geschlecht (Auspr'égungen: ,mannlich”, ,weiblich",
divers®), Parteien (siehe Wahlergebnis-Beispiel)

ordinalskalierte Merkmale: Platzierungen, Zufriedenheit (,,sehr zufrieden”, ,eher
zufrieden”, ,weniger zufrieden", ,unzufrieden")

kardinalskalierte Merkmale: Anzahl Kinder, Anzahl Zimmer in Wohnung, Preise,
Gewichte, Streckenlangen, Zeiten

davon diskret: Anzahl Kinder, Anzahl Zimmer in Wohnung,
davon (eher) stetig: Preise, Gewichte, Streckenlidngen, Zeiten

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung
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> Ersetzen des qualitativen Merkmals ,Berufserfahrung" mit den Auspragungen
»Praktikant”, ,Lehrling", ,Geselle", ,Meister durch quantitatives Merkmal,
dessen Auspriagungen den (mindestens) erforderlichen Jahren an Berufspraxis
entsprechen, die zum Erreichen des Erfahrungsgrades erforderlich sind.

> Ersetzen des qualitativen Merkmals Schulnote mit den Auspragungen ,sehr
gut”, , gut”, ,befriedigend”, ,,ausreichend"”, ,,mangelhaft’, ,,ungeniigend"
(eventuell feiner abgestuft durch Zusitze ,+" und ,-) durch quantitatives
Merkmal, z.B. mit den Ausprdagungen 15,14, ...,00 oder den Auspragungen
1.0,1.3,1.7,2.0,2.3, ...,4.7,5.0,6.0.

» Vorsicht: Umwandlung nur verniinftig, wenn Absténde tatsichlich (sinnvoll)
interpretiert werden kdnnen!
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2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Umwandlung von Merkmalstypen |l

o Umwandlung stetiger in diskrete Merkmale durch Klassierung oder
Gruppierung, d.h. Zusammenfassen ganzer Intervalle zu einzelnen
Auspragungen, z.B. Gewichtsklassen beim Boxsport.

> Kilassierung ermdglicht auch Umwandlung diskreter Merkmale in (erneut)
diskrete Merkmale mit unterschiedlichem Merkmalsraum, z.B.
UnternehmensgroBen kleiner und mittlerer Unternehmen nach Anzahl der
Beschaftigten mit Auspragungen ,1-9", ,10-19%, ,20-49", , 50-249".

> Kilassierung erfolgt regelmaBig (aber nicht immer) bereits vor der
Datenerhebung.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

3 Auswertung von eindimensionalen Daten

Inhaltsverzeichnis
(Ausschnitt)

© Eindimensionale Daten
o Haufigkeitsverteilungen unklassierter Daten
o Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten
@ LagemaBe
@ StreuungsmaBe
@ Box-Plot
@ Symmetrie- und WaélbungsmaBe
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Folie 37

Folie 39

2 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Ubersichtsdarstellung Merkmalstypen

Quantifizierung

>

qualitativ quantitativ

AN i

nominalskaliert

ordinalskaliert kardinalskaliert

~N /T A

diskret stetig

Klassierung Klassierung
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkei il klassierter Daten 3.1

Haufigkeitsverteilungen |

o Geeignetes Mittel zur Verdichtung der Information aus Urlisten vor allem bei
diskreten Merkmalen mit ,wenigen" Ausprigungen: Haufigkeitsverteilungen
@ Zur Erstellung einer Haufigkeitsverteilung: Zahlen, wie oft jede

Merkmalsausprigung a aus dem Merkmalsraum A = {a1,...,ap,} in der
Urliste (xi, ..., X,) vorkommt.

> Die absoluten Haufigkeiten h(a) geben fiir die Merkmalsauspragung a € A die
(absolute) Anzahl der Eintrage der Urliste mit der Ausprigung a an, in Zeichen

h(a) :=#{ie{1,...,n} | x; = a} .

> Die relativen Haufigkeiten r(a) geben fiir die Merkmalsauspragung a € A den
(relativen) Anteil der Eintrige der Urliste mit der Ausprégung a an der
gesamten Urliste an, in Zeichen

r(a);:M:#{"G{l,---,n}\x,:a} ‘

n n
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufij

Haufigkeitsverteilungen |l

Die absoluten Haufigkeiten sind natiirliche Zahlen und summieren sich zu n

auf (i.2. 327, h(aj) = n).

Die relativen Haufigkeiten sind Zahlen zwischen 0 und 1 (bzw. zwischen 0%
und 100%) und summieren sich zu 1 (bzw. 100%) auf (i.Z. 327", r(a;) = 1).

Ist die Anordnung (Reihenfolge) der Urliste unwichtig, geht durch Ubergang
zur Haufigkeitsverteilung keine relevante Information verloren.

Haufigkeitsverteilungen werden in der Regel in tabellarischer Form
angegeben, am Beispiel des Wahlergebnisses:

gkei eilungen unk ierter Daten 3.1

3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkei eilungen un} ierter Daten 3.1

Haufigkeitsverteilungen |l1

Grafische Darstellung (insbesondere bei nominalskalierten Merkmalen) durch
Balkendiagramme (auch: S&ulendiagramme) oder Kuchendiagramme
(siehe Folie 23).

Balkendiagramme meist geeigneter als Kuchendiagramme (auBer, wenn die
anteilige Verteilung der Merkmalsauspragungen im Vordergrund steht)

Oft mehrere Anordnungen der Spalten/Balken/Kreissegmente bei
nominalskalierten Merkmalen plausibel, absteigende Sortierung nach
Haufigkeiten h(a;) meist sinnvoll.

Bei ordinalskalierten Merkmalen zweckmaBig: Sortierung der
Merkmalsauspragungen nach vorgegebener Ordnung, also

SPD CDU  Die Linke FDP Griine NPD | Summe
aj ai a as ay as ag >
h(a;)) 144 131 52 23 19 6 375 a1 = ag), 82 = a@),--+,3m = a(m)
r(a;) | 0.3840 0.3493 0.1387 0.0613 0.0507 0.0160 1.0000
o Alternative grafische Darstellung bei (mindestens) ordinalskalierten
Merkmalen mit numerischen Auspragungen: Stabdiagramm
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkei il klassierter Daten 3.1 3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkei il klassierter Daten 3.1

Haufigkeitsverteilungen 1V Empirische Verteilungsfunktion

@ Bei (mindestens ordinalskalierten) numerischen Merkmalen interessante
Fragestellungen:
> Wie viele Merkmalswerte sind kleiner/gréBer als ein vorgegebener Wert?
> Wie viele Merkmalswerte liegen in einem vorgegebenem Bereich (Intervall)?
der finalen Tabellenplitze des FC Bayern Miinchen in der (ersten) @ Hierzu niitzlich: (relative) kumulierte Haufigkeitsverteilung, auch
FuBball-Bundesliga (Saison 1995/96 bis 2018,/2019): bezeichnet als empirische Verteilungsfunktion
o Die empirische Verteilungsfunktion F(x) ordnet einer Zahl x den Anteil der
Merkmalswerte xi, ..., x, zu, die kleiner oder gleich x sind, also

@ Stabdiagramm zur Urliste

2,1,2,1,1,1,3,1,2,1,1,4,1,2,1,3,2,1,1,1,1,1,1,1

Platzierungen FC Bayern Miinchen von 1995/96 bis 2018/19

2 F(X)::#{ie{l,...,n}\x,-gx}.

n
Ein Vergleich mit den Definitionen von h(a) und r(a) offenbart (!), dass F(x)
o auch mit Hilfe von h(a) bzw. r(a) berechnet werden kann; gibt es m
Merkmalsauspragungen, so gilt:

Fo=1 3 ha)= 3 ()

Tabellenplatz aj <x aj <x
1<j<m 1<j<m

(absolute) Haufigkeit
[
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkei eilungen unklassierter Daten 3.1

3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkei il klassierter Daten 3.1

@ Beispiel: Empirische Verteilungsfunktion fiir FC Bayern-Platzierungen Relative Héiufigkeiten von Intervallen |

0 fir x<1 0.000 fir x<1 (bei numerischen Merkmalen)
;i fir 1<x<2 0.667 fir 1<x<?2
F(x)=<¢ % fir 2<x<3 =~ 0875 fir 2<x<3
2 fir 3<x<4 0.958 fir 3<x<4
1 fir x>4 1.000 fir x> 4 o Relative Haufigkeit r(a) ordnet Ausprédgungen a € A zugehérigen Anteil von a

: . . . an den Merkmalswerten zu.
@ Grafische Darstellung der empirischen Verteilungsfunktion:

@ r(-) kann auch fiir x € R mit x ¢ A ausgewertet werden (~ r(x) = 0).

Empirische Verteilungsfunktion Platzierung FCB

o ,Erweiterung” von r(-) auch auf Intervalle méglich:

o F(b) gibt fiir b € R bereits Intervallhiufigkeit

0.8 1.0
I

0.6
I

F(b) = r((—o0,b]) = r({x e R | x < b})

F(x)

04

an.
N ]
3
o |
3
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
X
Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 45 Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 46
3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkei il klassierter Daten 3.1 3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2
Relative Haufigkeiten von Intervallen Il Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten |

(bei numerischen Merkmalen)
@ Bisherige Analysemethoden schlecht geeignet fiir stetige Merkmale bzw.
diskrete Merkmale mit ,vielen" Auspragungen
o (Fiktives) Beispiel: Dauer von 100 Telefonaten (in Minuten)

o Relative Haufigkeit des offenen Intervalls (—oo, b) als Differenz » Urliste: 44, 35, 22, 5, 50, 5, 3, 17, 19, 67, 49, 52, 16, 34, 11, 27, 14, 1, 35, 11, 3, 49, 18, 58,

43,34, 79, 34, 7, 38, 28, 21, 27, 51, 9, 17, 10, 60, 14, 32, 9, 18, 11, 23, 25, 10, 76, 28, 13, 15,
r((=o0, b)) = r (=00, b]) — r(b) = F(b) — r(b) 28, 7, 31, 45, 66, 61, 30, 25, 17, 33, 4, 41, 29, 38, 18, 44, 28, 12, 64, 6, 38, 8, 37, 38, 28, 5, 7,
. e ) 34, 11, 2, 31, 14, 33, 39, 12, 49, 14, 58, 45, 56, 46, 68, 18, 6, 11, 10, 29, 33, 9, 20
@ Analog: relative Haufigkeiten weiterer Intervalle:

» Stabdiagramm:
> r((a,0)) =1-F(a)

Dauer von Telefonaten

» r(la,0))=1—(F(a) —r(a))=1— F(a) +r(a) y
» r([a,b]) = F(b) — (F(a) — r(a)) = F(b) — F(a) + r(a) g 3
» r((a,b]) = F(b) — F(a) %’ °
)= el () =)t Spmn
> r((a, —r — F(a) = —-r — F(a E 07
. |||||||||||||||||||||||||| 1l 1)
14 7 11 27 32 37 43 49 56 61 76
Dauer in Minuten



3 Auswertung von eindimensionalen Daten Hiufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2 3 Auswertung von eindimensionalen Daten Hiufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2

Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten Il Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten IlI

. ) . . @ Wichtige Kennzahlen der Klassierung (bzw. der klassierten Daten):
o Problem: viele Merkmalswerte treten nur einmalig (oder ,selten”) auf

~> Aussagekraft von Haufigkeitstabellen und Stabdiagrammen gering Klassenbreiten bj = /:J' — ki1

Klassenmitten mj:= %ﬂ(f

absolute Haufigkeiten hj :==# {i e {1,...,n} | ki_1 < x; < k;}
relative Haufigkeiten r; = i
Haufigkeitsdichten £ := 7
Kl = (ko, /(1]7 K2 = (kl, kz], ey K/ = (k/_l, k/] s (jeweils furj S {17 ceey /})

o Ubliche grafische Darstellung von klassierten Daten: Histogramm

@ Losung: Zusammenfassen mehrerer Merkmalsauspragungen in Klassen

@ Zu dieser Klassierung erforderlich: Vorgabe der Grenzen kg, k1, ..., kj von [
(rechtsseitig abgeschlossenen) Intervallen

33

ey

die alle n Merkmalswerte iiberdecken . . o .
(also mit ko < x; < ki fir alle i € {1,...,n}) @ Hierzu: Zeichnen der Rechtecke mit Hohen f; iiber den Intervallen K; (also

- der Rechtecke mit den Eckpunkten (kj_1,0) und (k;, f;))
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2 3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2
@ Am Beispiel der Gesprachsdauern bei 6 Klassen zu je 15 Minuten Breite: o Alternativ mit 6 Klassen bei 2 verschiedenen Breiten:
Nr. Klasse Klassen- | Klassen- absolute relative Haufigkeits- | Verteilungs- Nr. Klasse Klassen- | Klassen- absolute relative Haufigkeits- | Verteilungs-
Ki = breite mitte Hiufigkeit | Haufigkeit dichte funktion Ki = breite mitte Haufigkeit Han'gte't dichte funktion
. h; r ; ) ; . . . ] - _ 0 .
J (ki—1, kj] b; mj h; = fi = bij F(kj) J (Kji—1, kj] bj mj h = fi = bf. F(kj)
1 (0,15] 15 75 33 0.33 0.022 0.33 1 (0, 10] 10 5 20 0.20 0.0200 0.20
2 (15, 30] 15 22.5 24 0.24 0.016 0.57 2 (10, 20] 10 15 23 0.23 0.0230 0.43
3 | (30,45] 15 375 25 0.25 0.016 0.82 3 | (20,30] 10 25 14 0.14 0.0140 0.57
4 | (45,60] 15 52.5 11 0.11 0.0073 0.93 4 | (30,50] 20 40 30 0.30 0.0150 0.87
5 | (60,75] 15 67.5 5 0.05 0.003 0.98 Z (ig’ ;8] ;g gg 121 8'(1); g'ggig g'gg
6 (75,90] 15 82.5 2 0.02 0.0013 1.00 (70, 90] : - :

i . Histogramm der Gesprachsdauern
Histogramm der Gesprachsdauern

o
8 S
S S
o o
= 0
= 3 2 24
2 3 5 g
5 ° 3
2 g g
= o Q -
2 g £ S
X =3 = o
2 o E
B T 8
T 38 S
=} =)
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8 |
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Dauer in Minuten
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2

Bemerkungen |

@ Der Flacheninhalt der einzelnen Rechtecke eines Histogramms entspricht der
relativen Haufigkeit der zugehdrigen Klasse

~» Die Summe aller Flacheninhalte betragt 1
~~ Die Hohe der Rechtecke ist nur dann proportional zu der relativen Haufigkeit
der Klassen, falls alle Klassen die gleiche Breite besitzen!

@ Die Klassierung ist abhingig von der Wahl der Klassengrenzen,
unterschiedliche Klassengrenzen konnen einen Datensatz auch sehr
unterschiedlich erscheinen lassen ~» Potenzial zur Manipulation

@ Es existieren verschiedene Algorithmen zur automatischen Wahl von
Klassenanzahl und -grenzen (z.B. nach Scott, Sturges, Freedman-Diaconis)
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2

(Approx.) Verteilungsfunktion bei klassierten Daten

Approximative Verteilungsfunktion bei klassierten Daten

0 fiir x < ko
F(x) =< F(ki1)+fi-(x—ki_1) fir kq<x<k, je{l,...,1}
1 fir x> k

@ Am Beispiel der Gesprachdauern (Klassierung aus Folie 52)

0 fir x<0
0.0200 - (x — 0) fir 0<x<10
0.20 +0.0230 - (x — 10) fir 10 < x <20
Flx) = 0.43+0.0140 - (x —20) fir 20 < x <30
0.57 +0.0150 - (x —30) fir 30 < x <50
0.87 +0.0055 - (x —50) fir 50 < x <70
0.98 +0.0010 - (x — 70) fir 70 < x <90
1 fir x> 90
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Hiufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2

Bemerkungen |l

@ Durch Klassierung geht Information verloren!

> Spezielle Verfahren fiir klassierte Daten vorhanden

» Verfahren approximieren urspriingliche Daten in der Regel durch die Annahme
gleichmé&Biger Verteilung innerhalb der einzelnen Klassen

> (Approximative) Verteilungsfunktion (ebenfalls mit F(x) bezeichnet) zu
klassierten Daten entsteht so durch lineare Interpolation der an den
Klassengrenzen k; bekannten (und auch nach erfolgter Klassierung noch
exakten!) Werte der empirischen Verteilungsfunktion F(k;)

> Niherungsweise Berechnung von Intervallhdufigkeiten dann gemaB Folie 46 f.
mit der approximativen empirischen Verteilungsfunktion F(x).
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2

Grafik: Verteilungsfunktion bei klassierten Daten

(Empirische Verteilungsfunktion der unklassierten Daten in hellgrau)

Empirische Verteilungsfunktion Gesprachsdauer
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten 3.2

Grafik: Verteilungsfunktion bei verschiedenen Klassierungen

(Klassierung aus Folie 51 in schwarz, Klassierung aus Folie 52 in grau)

Empirische Verteilungsfunktion Gesprachsdauer
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

LagemaBe fiir nominalskalierte Merkmale

@ Verschiedene Merkmalsauspragungen kénnen lediglich unterschieden werden
o , Typische' Merkmalswerte sind also solche, die haufig vorkommen

o Geeignetes LagemaB: haufigster Wert (es kann mehrere geben!)

Definition 3.1 (Modus, Modalwert)

Sei X ein (mindestens) nominalskaliertes Merkmal mit Merkmalsraum
A={a1,...,am} und relativer Hiufigkeitsverteilung r.
Dann heiBt jedes Element apoq € A mit

r(amoa) > r(aj) fiir alle j € {1,..., m}

Modus oder Modalwert von X.

@ Beispiele:
» Modus der Urliste rot, gelb, gelb, blau:
amod = gelb

» Modalwerte der Urliste 1,5,3,3,4,2,6,7,6,8:
amod,1 = 3 und amoed,2 =6
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

LagemaBe

o Aggregation von Merkmalswerten zu Haufigkeitsverteilungen (auch nach
erfolgter Klassierung) nicht immer ausreichend.

o Haufig gewiinscht: einzelner Wert, der die Verteilung der Merkmalswerte
geeignet charakterisiert ~> , Mittelwert"

o Aber:

» Gibt es immer einen ,Mittelwert"?
Was ist der Mittelwert der Merkmalswerte rot, gelb, gelb, blau?
~ allgemeinerer Begriff: ,LagemaB"

» Gibt es verschiedene ,Mittelwerte?
Falls ja, welcher der Mittelwerte ist (am Besten) geeignet?
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

LagemaBe fiir ordinalskalierte Merkmale |

@ Durch die vorgegebene Anordnung auf der Menge der moglichen
Auspragungen M lasst sich der Begriff ,mittlerer Wert" mit Inhalt fiillen.

@ In der geordneten Folge von Merkmalswerten

X(1)) X(2)5 + -+ - s X(n—1)> X(n)

bietet sich als LagemaB also ein Wert ,,in der Mitte" der Folge an.

o Ist n gerade, gibt es keine eindeutige Mitte der Folge, und eine zusatzliche
Regelung ist erforderlich.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

LagemaBe fiir ordinalskalierte Merkmale [l

Definition 3.2 (Median)

Sei X ein (mindestens) ordinalskaliertes Merkmal auf der Menge der vorstellbaren
Merkmalsauspragungen M und x(1), X(2), - - - s X(n—1), X(n) die gemaB der
vorgegebenen Ordnung sortierte Urliste zum Merkmal X.

@ Ist n ungerade, so heiBt X(m) der Median von X, in Zeichen Xmeq = X(LH) .
2 2

@ Ist n gerade, so heiBen alle (méglicherweise viele verschiedene) Elemente von
M zwischen (bezogen auf die auf M gegebene Ordnung) X(1) und X(s41)
2 2
(einschlieBlich dieser beiden Merkmalswerte) Mediane von X.

o Bei stetigen Merkmalen kann fiir die Definition des Medians auch fiir gerades
n Eindeutigkeit erreicht werden, indem spezieller der Mittelwert

() X))

N~

der beiden ,mittleren" Merkmalswerte als Median festgelegt wird.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

LagemaBe fiir kardinalskalierte Merkmale

@ Bei kardinalskalierten Merkmalen ist oft eine ,klassische” Mittelung der

Merkmalswerte als LagemaB sinnvoll, man erhilt so aus der Urliste xq, ..., X,
das ,arithmetische Mittel“ X := L(x; + x4+ -+ + x,) = 1 37 | x;.
@ Beispiel:

Die Haushalts-Nettoeinkommen (in €) von 6 Haushalten eines
Mehrparteien-Wohnhauses sind:
Haushalt 1 2 3 4 5 6
Nettoeinkommen | 1000 400 1500 2900 1800 2600

Frage: Wie groB ist das durchschnittliche Nettoeinkommen?
Antwort: % - (1000 + 400 + 1500 + 2900 + 1800 + 2600) = 1700

@ Bei klassierten Daten wird der Mittelwert als gewichtetes arithmetisches
Mittel der / Klassenmitten ndherungsweise berechnet:

/ /
. 12 Z
X = — thJ: I}mj
n-
Jj=1

j=1
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

LagemaBe fiir ordinalskalierte Merkmale Il

o Beispiele:

» Ist M = {sehr gut, gut, befriedigend, ausreichend, mangelhaft, ungeniigend} als
Menge der moglichen Auspragungen eines ordinalskalierten Merkmals X mit
der iiblichen Ordnung von Schulnoten von ,sehr gut” bis ,,ungeniigend"
versehen, so ist die sortierte Folge von Merkmalswerten zur Urliste

gut, ausreichend, sehr gut, mangelhaft, mangelhaft, gut
durch
sehr gut, gut, gut, ausreichend, mangelhaft, mangelhaft

gegeben und sowohl ,,gut” als auch ,befriedigend” und ,ausreichend" sind
Mediane von X.

» Der oben beschriebenen Konvention fiir stetige Merkmale folgend ist der
Median des stetigen Merkmals zur Urliste

1.85, 6.05, 7.97, 11.16, 17.19, 18.87, 19.82, 26.95, 27.25, 28.34
von 10 Merkmalstragern durch Xmed = % -(17.19 + 18.87) = 18.03 gegeben.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 62
3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

@ Arithmetisches Mittel fiir viele (nicht alle!) Anwendungen adédquates ,Mittel"
o Beispiel:
Ein Wachstumssparvertrag legt folgende Zinssatze fest:
Jahr 1 2 3 4 5
Zinssatz | 1.5% 1.75% 2.0% 25% 3.5%
Wie groB ist der Zinssatz im Durchschnitt?

> Aus Zinsrechnung bekannt: Kapital K inkl. Zinsen nach 5 Jahren bei
Startkapital S betrégt

K =S5-(1+0.015)- (1 +0.0175) - (1 4 0.02) - (1 + 0.025) - (1 + 0.035)

» Gesucht ist (fiir 5 Jahre gleichbleibender) Zinssatz R, der gleiches Endkapital
K produziert, also R mit der Eigenschaft

K=S-(1+R)-(1+R)-(1+R)-(1+R)-(1+R)

> Ergebnis:
R = /(1 +0.015) - (1 + 0.0175) - (1 + 0.02) - (I + 0.025) - (1 4 0.035) — 1
~> R =2.2476%.
@ Der in diesem Beispiel fiir die Zinsfaktoren (1+Zinssatz) sinnvolle Mittelwert
heiBt ,,geometrisches Mittel".
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3
o Beispiel:
Auf einer Autofahrt von insgesamt 30 [km] werden s; = 10 [km] mit einer
Geschwindigkeit von v; = 30 [km/h], s, = 10 [km] mit einer Geschwindigkeit
von v, = 60 [km/h] und s3 = 10 [km] mit einer Geschwindigkeit von
vz = 120 [km/h] zuriickgelegt.
Wie hoch ist die durchschnittliche Geschwindigkeit?
> Durchschnittliche Geschwindigkeit: Quotient aus Gesamtstrecke und
Gesamtzeit
» Gesamtstrecke: s; + s, + s3 = 10 [km] + 10 [km] + 10 [km] = 30 [km]
> Zeit fiir Streckenabschnitt: Quotient aus Streckenldnge und Geschwindigkeit
> Einzelzeiten also:

st 10[km] s 10 [km] 48— 10 [km]
v 30 [km/h]’ v 60 [km/h] “'C v 120 [km/h]

~~ Durchschnittsgeschwindigkeit

s1+ s+ s3 i 30 [km]

30
— = = [km/h] = 51.429 [km/h]
24242 Zh+g M+ 5
@ Der in diesem Beispiel fiir die Geschwindigkeiten sinnvolle Mittelwert heiBt
»~harmonisches Mittel“.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Zusammenfassung: Mittelwerte |l

Bemerkung 3.1
Liegt die absolute (bzw. relative) Hiufigkeitsverteilung h (bzw. r) eines
kardinalskalierten Merkmals X mit Merkmalsraum A = {ay,...,am} vor, so gilt
O x=7>" ha) a=37",r(a) 3
o x& =y HJm:1 ajl-’(af) — HJm:1 aj{(aj)

1 n 1
w(h — _ _
o x 1 m  h(a) Zm h(a;)) Em r(a;)

n j=1 aj j=1 aj j=1 aj

@ Die in Bemerkung 3.1 berechneten Mittelwerte kdnnen als sogenannte
gewichtete Mittelwerte der aufgetreten Merkmalswerte ay, . .., a,, aufgefasst
werden, wobei die Gewichte durch die absoluten Haufigkeiten
h(a1),...,h(am) (bzw. durch die relativen Haufigkeiten r(a1),...,r(am)) der
aufgetretenen Merkmalswerte gegeben sind.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Zusammenfassung: Mittelwerte |

Definition 3.3 (Mittelwerte)
Seien x1, %o, . .., x, die Merkmalswerte zu einem kardinalskalierten Merkmal X.
Dann heiBt

Q@ x:=10a+x+ - +x)) =237 X das arithmetische Mittel,

1
Q X8 = vx1 30X, = VI xi = ([17-; xi)" das geometrische Mittel,
1 1
e7(I7)::11 1 Iy~ 1I~x-n 1
Ak tet o tx) iXiax
von Xi, ..., Xn.

das harmonische Mittel
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Weitere Beispiele |

@ Pauschale Aussagen, wann welcher Mittelwert geeignet ist, nicht moglich!

o Beispiel Zinssitze:
Aufgrund von Begrenzungen bei der Einlagensicherung mochte ein Anleger
Kapital von 500000 € gleichmaBig auf 5 Banken verteilen, die fiir die
vorgegebene Anlagedauer folgende Zinsen anbieten:
Bank 1 2 3 4 5
Zinssatz | 2.5% 2.25% 2.4% 2.6% 2.55%

Frage: Wie groB ist der durchschnittliche Zinssatz?
Antwort: 1 - (2.5% + 2.25% + 2.4% + 2.6% + 2.55%) = 2.46%
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Weitere Beispiele [l

o Beispiel Geschwindigkeiten:
Auf einer Autofahrt von insgesamt 30 [Min.] Fahrzeit werden t; = 10 [Min ]
mit einer Geschwindigkeit von v; = 30 [km/h], t, = 10 [Min.] mit
vo = 60 [km/h] und t3 = 10 [Min.] mit v3 = 120 [km/h] zuriickgelegt.
Wie hoch ist die durchschnittliche Geschwindigkeit?
» Durchschnittliche Geschwindigkeit: Quotient aus Gesamtstrecke und -zeit
» Gesamtzeit: t = t; + t» + t3 = 10 [Min.] + 10 [Min.] 4+ 10 [Min.] = 30 [Min.]
> Lange der Streckenabschnitte: Produkt aus Geschwindigkeit und Fahrzeit
~» Durchschnittsgeschwindigkeit

wohtu binh L 30 [km/h]+%~60 [km/h]+%~120 [km/h] = 70 [km/h]

wl
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Bemerkungen |l

Mobilfunknutzung Europa in 2006
In einem Online-Artikel der Zeitschrift ,Computerwoche” vom 03.04.2007 (siehe

http://www.computerwoche.de/a/statistik-jeder-europaeer-telefoniert-mobil, 590888) wird aus
der Tatsache, dass die Anzahl der Mobiltelefone in Europa groBer ist als die
Anzahl der Européer, also das arithmetische Mittel des Merkmals Anzah/
Mobiltelefone pro Person in Europa groBer als 1 ist, die folgende Aussage in der
Uberschrift abgeleitet:
Statistik: Jeder Europder telefoniert mobil

Zusammenfassend heiBt es auBerdem:

Laut einer aktuellen Studie telefoniert jeder Europder mittlerweile mit

mindestens einem Mobiltelefon.

Wie sind diese Aussagen zu beurteilen? Welcher Fehlschluss ist gezogen worden?
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Bemerkungen |

@ Insbesondere bei diskreten Merkmalen wie z.B. einer Anzahl muss der
erhaltene (arithmetische, geometrische, harmonische) Mittelwert weder zum
Merkmalsraum A noch zur Menge der vorstellbaren Merkmalsauspragungen
M gehéren (z.B. ,,im Durchschnitt 2.2 Kinder pro Haushalt").

@ Auch der/die Median(e) gehdren (insbesondere bei numerischen Merkmalen)
h3ufiger nicht zur Menge A der Merkmalsauspragungen; lediglich der/die
Modalwert(e) kommen stets auch in der Liste der Merkmalswerte vor!

@ Vorsicht vor falschen Riickschliissen vom Mittelwert auf die
Haufigkeitsverteilung!
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Optimalitatseigenschaften

einiger LagemaBe bei kardinalskalierten Daten

o Fiir kardinalskalierte Merkmale besitzen Mediane und arithmetische
Mittelwerte spezielle (Optimalitits-)Eigenschaften.

o Fiir jeden Median xyeq €ines Merkmals X mit den n Merkmalswerten
X1, .- Xp gilt:

n n
Z |Xi — Xmed| < Z |x; — t| fiirallet € R
i=1 i=1

@ Fir das arithmetische Mittel X eines Merkmals X mit den n Merkmalswerten

X1y X Gilt:
Q> (x-x%=0
i=1

Q Z(x,- —x)? < Z(x; —t)?fiiralle t € R
i=1

i=1
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Weitere LagemaBe: Quantile/Perzentile |

o Fiir jeden Median xmeq gilt: Mindestens 50% der Merkmalswerte sind kleiner
gleich xmeq und ebenso mindestens 50% groBer gleich Xmeq.

@ Verallgemeinerung dieser Eigenschaft auf beliebige Anteile gelaufig, also auf
Werte, zu denen mindestens ein Anteil p kleiner gleich und ein Anteil 1 — p
groBer gleich ist, sog. p-Quantilen (auch p-Perzentile) x,,.

@ Mediane sind dann gleichbedeutend mit 50%-Quantilen bzw. 0.5-Quantilen,
es gilt also insbesondere bei eindeutigen Medianen

Xmed = X0.5 -
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Weitere LagemaBe: Quantile/Perzentile Il

@ p-Quantile kann man auch mit der emp. Verteilungsfunktion F bestimmen:
o Mit der Abkiirzung

F(x—0):= Ili_r)noF(x—h), x €R,
h>0

fiir linksseitige Grenzwerte empirischer Verteilungsfunktionen F ist x, ist
genau dann ein p-Quantil, wenn gilt:

F(Xp_o)ﬁng(Xp)

@ Spezieller ist x, genau dann ein p-Quantil, wenn
> bei Vorliegen der exakten Haufigkeitsverteilung r und Verteilungsfunktion F

F(xp) — r(xp) < p < F(x0)

> bei Verwendung der approximativen Verteilungsfunktion F bei klassierten
Daten (wegen der Stetigkeit der Approximation!)

F(x)=0p

gilt.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Weitere LagemaBe: Quantile/Perzentile Il

Definition 3.4 (Quantile/Perzentile, Quartile)

Sei X ein (mindestens) ordinalskaliertes Merkmal auf der Menge der vorstellbaren
Merkmalsauspragungen M mit den Merkmalswerten xi, . .., Xp.
Fiir 0 < p <1 heiBt jeder Wert x, € M mit der Eigenschaft

#{ie{l,...;n}|x,-§xp} > p und #{ie{l,...;,n}|x,-2xp} ~1-p

p-Quantil (auch p-Perzentil) von X. Man bezeichnet spezieller das 0.25-Quantil
Xo.25 als unteres Quartil sowie das 0.75-Quantil xy 75 als oberes Quartil.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten LagemaBe 3.3

Weitere LagemaBe: Quantile/Perzentile 1V

@ Genauso wie der Median muss ein p-Quantil nicht eindeutig bestimmt sein.
@ Bei stetigen Merkmalen kann Eindeutigkeit zum Beispiel durch die gangige

Festlegung
{ X(|n-p)+1) fir n-p¢N
Xp = .
% . (x(,,.p) =+ X(n.p+1)) fir n-peN
erreicht werden, wobei x(1), X(2), - - - , X(n) die gemaB der vorgegebenen

Ordnung sortierte Urliste ist und mit |y| fiir y € R die groBte ganze Zahl
kleiner gleich y bezeichnet wird.

@ Zum Beispiel ist fiir die (bereits sortierte) Urliste
6.77,7.06,8.84,9.98,11.87,12.18,12.7,14.92

der Lange n = 8 das 0.25-Quantil x 25 wegen n-p =8-0.25 = 2 € N nicht
eindeutig bestimmt, sondern alle Werte xg 25 € [7.06, 8.84] sind 0.25-Quantile.
Die eindeutige Festlegung nach obiger Konvention wiirde dann die ,,Auswahl*
X0.25 = % (7.06 + 8.84) = 7.95 treffen.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten StreuungsmaBe 3.4

StreuungsmaBe |

@ Verdichtung der Merkmalswerte auf einen Lageparameter als einzige
Kennzahl recht unspezifisch.

@ Starke Unterschiede trotz iibereinstimmender LagemaBe moglich:

Stabdiagramme zu Urlisten mit identischem Mittelwert, Modus, Median

Urliste 1 Urliste 2
o _| o
.:j—_.; - .g -
2 2
2 2
=S =S
3 S - 3 S -
T T
2 2
= w - = w -
o o
2 | | 2
© ©
o i | o1 | |
T T T T T T 11 T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8
Merkmalsauspragung Merkmalsauspragung
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten StreuungsmaBe 3.4

Definition 3.5 (Spannweite, IQA, mittlere abs. Abweichung)

Seien xq, ..., x, die Urliste zu einem kardinalskalierten Merkmal X, xmeq der

Median und xg.05 bzw. xg 75 das untere bzw. obere Quartil von X.
Dann heiBt

Q SP = ( max x,-) — ( min x,-) = X(n) — X(1) die Spannweite von X,
ie{1,...,n} ie{1,...,n}

@ /QA := xo.75 — x0.25 der Interquartilsabstand (IQA) von X,

Q MAA = %Z |Xi — Xmed| die mittlere absolute Abweichung von X.

i=1
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten StreuungsmaBe 3.4

StreuungsmaBe Il

@ Bei kardinalskalierten Merkmalen: zusatzliche Kennzahl fiir Variation bzw.
Streuung der Merkmalswerte von Interesse

o Ahnlich wie bei LagemaBen: verschiedene StreuungsmaBe gingig

@ Allen StreuungsmaBen gemeinsam:
Bezug zu ,Abstand" zwischen Merkmalswerten

o Ein moglicher Abstand: (Betrag der) Differenz zwischen Merkmalswerten
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten StreuungsmaBe 3.4

StreuungsmaBe IV

o Die Betragsstriche in Teil 1 und 2 von Definition 3.5 fehlen, da sie iiberfliissig
sind.

@ Um Eindeutigkeit in Teil 2 von Definition 3.5 zu erhalten, sind die fiir
kardinalskalierte Merkmale iiblichen Konventionen zur Berechnung von
Quantilen aus Folie 76 anzuwenden.

@ Verwendung von X statt Xmeq in Teil 3 von Definition 3.5 prinzipiell moglich,
aber: Beachte Folie 72!

o Weiterer moglicher Abstand: Quadrate der Differenzen zwischen
Merkmalswerten

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 80



3 Auswertung von eindimensionalen Daten StreuungsmaBe 3.4

StreuungsmaBe V

Definition 3.6 (empirische Varianz, empirische Standardabweichung)

Seien x,...,x, die Urliste zu einem kardinalskalierten Merkmal X, x = % 27:1 X;
das arithmetische Mittel von X. Dann heiBt
Q ° = 1 Z (x; — X)* die (empirische) Varianz von X,
=
Q@ die (positive) Wurzel s = /s2 = /2 377 (x; — X)? die (empirische)
Standardabweichung von X.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten StreuungsmaBe 3.4

StreuungsmaBe VII

o Mit der Schreibweise x2 = 15" 1 x? erhilt man aus Satz 3.1 die kiirzere

Darstellung s? = x2 — X2,

o Liegt zum Merkmal X die absolute Hiufigkeitsverteilung h(a) bzw. die
relative Haufigkeitsverteilung r(a) auf der Menge der Auspragungen

A=1{ay,...,am} vor, so kann s auch durch
1 = -
= D oh(a)-(a =% =) r(a) (a4 —%)°
j=1 j=1

berechnet werden. (Berechnung von X dann mit Haufigkeiten als

X =23 h(a)-a =", r(a) - a, siehe Bemerkung 3.1 auf Folie 67)

o Natiirlich kann alternativ auch Satz 3.1 verwendet und x2 = 1 57 x2 mit
Hilfe der Haufigkeitsverteilung durch

berechnet werden.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten StreuungsmaBe 3.4

StreuungsmaBe VI

@ Empirische Varianz bzw. Standardabweichung sind die gebrauchlichsten
StreuungsmaBe.

@ Standardabweichung s hat dieselbe Dimension wie die Merkmalswerte, daher
i.d.R. besser zu interpretieren als Varianz.

o Fiir Merkmale mit positivem Mittelwert X als relatives StreuungsmaB

. . .. . . S
gebrauchlich: Variationskoeffizient VK := —
X

@ ,Rechenregeln® zur alternativen Berechnung von s bzw. s2 vorhanden.

Satz 3.1 (Verschiebungssatz)

Seien xq, ..., x, die Urliste zu einem kardinalskalierten Merkmal X, X das
arithmetische Mittel und s® die empirische Varianz von X. Dann gilt

n
1 _
== E x,-2—x2
n <
i=1
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten StreuungsmaBe 3.4

Empirische Varianz bei klassierten Daten

@ Bei klassierten Daten: auch fiir empirische Varianz nur Approximation

moglich.
@ Analog zur Berechnung von s? aus Hiufigkeitsverteilungen:
» Nsherungsweise Berechnung von s? aus Klassenmitten m; und absoluten bzw.
relativen Klassenhdufigkeiten h; bzw. r; der / Klassen als

I
1 -
SZZEZhj’(mJ‘*Y)Z mit X:EZhj'mj
j=1
bzw.
I !
52:er-(mj—?)2 mit Y:er-mj.
j=1

> Alternativ: Verwendung von Satz 3.1 mit

und
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Box-Plot 3.5 3 Auswertung von eindimensionalen Daten Box-Plot 3.5

Box-and-whisker-Plot | Box-and-whisker-Plot 11

e Haufig von Interesse:

Visueller Vergleich eines Merkmals fiir verschiedene statistische Massen o (Haufig auftretende!) Ausnahme:
o Dazu nétig: Grafische Darstellung mit Ausdehnung (im Wesentlichen) nur in X(1) und/oder x(,) liegen weiter als der 1.5.-fache Ir.1terquarti|sabsta-nd (IQA)
einer Dimension (2. Dimension fiir Nebeneinanderstellung der Datensitze) X0.75 — Xo.25 von der Box entfernt (also weiter als die 1.5-fache Breite der Box)
~ Box-and-whisker-Plot oder kiirzer Box-Plot: ~» Dann: Whiskers nur bis zu duBersten Merkmalswerten innerhalb dieser
Zur Urliste xq, ..., X, eines kardinalskalierten Merkmals werden im Prinzip die D_ista.nz und separates Eintragen dgr »~AusreiBer’, d.h. aller Urlisteneintrage,
5 Kennzahlen x(1), X0.25, X0.5, X0.75, X(n) in Form eines durch xo5 geteilten die nicht von der Box und den Whiskers abgedeckt werden.
+Késtchens" (Box) von xg 25 bis xo.75 und daran anschlieBende ,Schnurrhaare" o Beispiel mit , AusreiBern®:
(Whisker) bis zum kleinsten Merkmalswert x(;) und zum groBten
Merkmalswert X(n) dargestellt: R + ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, { o o . .
}» + X(@) X2 Xozs Xos  Xors X(n-5) X(n)
X(1) Xo.25 Xos5 Xo.75 X(n)
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Box-Plot 3.5 3 Auswertung von eindimensionalen Daten Symmetrie- und WélbungsmaBe 3.6
Box-and-whisker-Plot |l Symmetrie(-maB), Schiefe |

o Beispiel fiir Gegeniiberstellung mehrerer Datensitze
(Diskrete Tagesrenditen verschiedener DAX-Papiere)

@ Neben Lage und Streuung bei kardinalskalierten Merkmalen auch interessant:
Symmetrie (bzw. Asymmetrie oder Schiefe) und Wélbung

8
2 , : :
© o . i S o @ Ein Merkmal X ist symmetrisch (um X), wenn die Hiufigkeitsverteilung von
7 ° ° R . X — X mit der von X — X iibereinstimmt.
g | & 9 — L 5 . S | e (Dabei ist mit X — X das Merkmal mit den Urlistenelementen x; — X fiir
o . . ' ; 8 ' : '

i€{1,...,n} bezeichnet, dies gilt analog fiir x — X.)

@ Symmetrie eines Merkmals entspricht also der Achsensymmetrie des

0 ' 3 ! —¢— ' ' Lo . -
S T — — ° - } \ zugehorigen Stabdiagramms um X.
8 o e ; ° . . . . . .. .
. s s o o ° @ Ist ein Merkmal nicht symmetrisch, ist die empirische Schiefe bzw.
9 | o empirische Skewness ein geeignetes MaB fiir die Starke der Asymmetrie.
o
|

T T T T T T T T
ADS.DE ALV.DE BAS.DE BAYN.DE BEILDE BMW.DE CBK.DE DAI.DE
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Symmetrie- und WélbungsmaBe 3.6

Symmetrie(-maB), Schiefe Il

Definition 3.7 (empirische Schiefe, Skewness)

Sei X ein Merkmal mit der Urliste xq, ..., x,. Dann heiBt

n =\ 3
skewness(X) 1= %Z (X' S_X)

i=1

mitx =137 x und s = /23" (x; —X)? die empirische Schiefe
(Skewness) von X.

@ Man kann zeigen: X symmetrisch = skewness(X) = 0

@ X heiBt linkssteil oder rechtsschief, falls skewness(X) > 0.
@ X heiBt rechtssteil oder linksschief, falls skewness(X) < 0.
(]

Fiir symmetrische Merkmale ist X gleichzeitig Median von X, bei linkssteilen
Merkmalen gilt tendenziell X > Xmed, bei rechtssteilen tendenziell X < Xmed-
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Symmetrie- und WélbungsmaBe 3.6

WoélbungsmaB (Kurtosis) |

Definition 3.8 (empirische Wolbung, Kurtosis)
Sei X ein Merkmal mit der Urliste xq, . .., x,. Dann heiBt

1 n % 4
kurtosis(X) := ;Z (X . X)

i=1

mitx =137 x unds= /23"  (x; —X)? die empirische Wélbung

(Kurtosis) von X.

e Kurtosis misst bei Merkmalen mit einem Modalwert, wie ,flach” (kleiner
Wert) bzw. ,spitz‘ (groBer Wert) der ,Gipfel* um diesen Modalwert ist.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Symmetrie- und WélbungsmaBe 3.6

Beispiele fir empirische Schiefe von Merkmalen

e symmetrisches Merkmal
- Xmed

. -3

hay)
0 10 20 30 40
L
-
 c—
 e—
 e—
 c—
-

3

50

- . skewness(X)=1.128 @ |inkssteiles Merkmal
1 - Xmed

. =%

h(a)
010 30
L1
—
 e—
| e—
 c—
—
-

-
-
o
o
o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
EY
™ e rechtssteiles Merkmal skewness(X)=-1.768
0 7 == Xmed |
4. =x
2 8
=
2] I I |
E1
o4 e o o 0 o 0 l |
T T T T T T T T T T T T T T T
0 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
3
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Symmetrie- und WélbungsmaBe 3.6

WolbungsmaB (Kurtosis) Il

o Bei gleicher mittlerer quadratischer Abweichung vom Mittelwert (~~ Varianz)
miissen Merkmale mit groBerer emp. Kurtosis (mehr Werten in der N&he des
Gipfels) auch mehr weit vom Gipfel entfernte Merkmalswerte besitzen.

@ Der Wert 3 wird als ,,normaler” Wert fiir die empirische Kurtosis
angenommen, Merkmale mit 1 < kurtosis(X) < 3 heiBen platykurtisch,
Merkmale mit kurtosis(X) > 3 leptokurtisch.

o Vorsicht: Statt der Kurtosis von X wird oft die Exzess-Kurtosis von X
angegeben, die der um den Wert 3 verminderten Kurtosis entspricht.
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Symmetrie- und WélbungsmaBe 3.6

Beispiele fiir Merkmale mit unterschiedlicher empirischer Kurtosis

Merkmal mit kleiner empirischer Kurtosis (2.088)

<
o
«
o
- o
s o
‘-!
o
Q

© T T T T T T 1

2 4 6 8 10 12 14 16
Merkmal mit groBer empirischer Kurtosis (12.188)

<
o
N
o
=

© T T T T T T 1

2 4 6 8 10 12 14 16
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten Symmetrie- und WélbungsmaBe 3.6

Schiefe und Wolbung in grafischen Darstellungen |l

@ Bei linkssteilen Merkmalen hat tendenziell der rechte/obere Teil
(rechter/oberer Teil der Box und rechter/oberer Whisker) eine groBere
Ausdehnung als der linke/untere Teil.

@ Bei rechtssteilen Merkmalen hat tendenziell der rechte/obere Teil
(rechter/oberer Teil der Box und rechter/oberer Whisker) eine kleinere
Ausdehnung als der linke/untere Teil.

@ Bei Merkmalen mit groBer empirischer Kurtosis gibt es tendenziell viele
~AusreiBer”, also separat eingetragene Merkmalswerte auBerhalb der Whiskers
(wenigstens auf einer Seite).

@ Bei Merkmalen mit kleiner empirischer Kurtosis gibt es hiaufig wenige oder
gar keine , AusreiBer".
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten

Symmetrie- und WélbungsmaBe 3.6

Schiefe und Woélbung in grafischen Darstellungen |

@ Box-Plots lassen auch auf empirische Schiefe und Kurtosis schlieBen.

@ Bei symmetrischen Merkmalen sind auch die Box-Plots symmetrisch.
Beispiel: Box-Plot zur Urliste 1,2,3,4,5,6,7,8,9:
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3 Auswertung von eindimensionalen Daten
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Symmetrie- und WélbungsmaBe 3.6

o Beispiele fiir Merkmale mit unterschiedlicher empirischer Schiefe/Kurtosis

Linkssteil mit groBer emp. Kurtosis

skewness(X)=2.13

©
c 7 kurtosis(X)=10.65
Te}
9
~
o
Al
o
N
8
—
2 4
o
<)
10 12 14 16

@ Zugehdrige Box-Plots:

fomo oo o0 o

HT -

10

T T 1
12 14 16
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Rechtssteil mit kleiner emp. Kurtosis

o skewness(X)=-0.58 | [
(=] kurtosis(X)=2.41
<

g

3]

@

N

g

—

g

o

2
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4 Zweidimensionale Daten

Inhaltsverzeichnis
(Ausschnitt)

@ Zweidimensionale Daten
o Haufigkeitsverteilungen unklassierter Daten
o Haufigkeitsverteilungen klassierter Daten
@ Bedingte Haufigkeitsverteilungen und Unabhingigkeit
@ AbhangigkeitsmaBe
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4 Zweidimensionale Daten

Auswertungsmethoden fiir mehrdimensionale Daten I

@ Isolierte Betrachtung der einzelnen Merkmale kann allerdings Abhangigkeiten
zwischen mehreren Merkmalen nicht erkennbar machen!

@ Zur Untersuchung von Abhangigkeiten mehrerer Merkmale ,simultane’
Betrachtung der Merkmale erforderlich.

@ Gemeinsame Betrachtung von mehr als 2 Merkmalen allerdings technisch
schwierig.

~~ Spezielle Methoden fiir zweidimensionale Daten (2 Merkmale simultan)
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4 Zweidimensionale Daten

Auswertungsmethoden fiir mehrdimensionale Daten |

@ Werden zu einer statistischen Masse mehrere Merkmale erhoben, so kénnen
diese natirlich individuell mit den Methoden fiir einzelne Merkmale
ausgewertet werden.

@ Eine Menge von Kennzahlen in den Spalten kann zum Beispiel gegen eine
Menge von Merkmalen in den Zeilen tabelliert werden:

BMW.DE X(1) X0.5 X(n) x s IQA Schiefe Kurt.
Preise 17.610 28.040  35.94 27.967 4974 8.015 —0.383  1.932
log-Preise 2.868 3.334 3.582 3.314 0.189 0.286 —0.618 2.258
Renditen —0.078  —0.001 0.148 0.002 0.030 0.034 0.672  5.941
log-Renditen | —0.081  —0.001 0.138 0.001  0.029 0.034 0.484  5.396

o Liegen die Merkmalswerte jeweils in dhnlichen Wertebereichen, ist auch ein
Box-Plot verschiedener Merkmale niitzlich.
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4 Zweidimensionale Daten

Folie 98

ierter Daten 4.1

Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten |

@ Im Folgenden wird angenommen, dass den Merkmalstragern zu zwei

Merkmalen X und Y Merkmalswerte zugeordnet werden, also ein
zweidimensionales Merkmal (X, Y') vorliegt.

@ Analog zum eindimensionalen Fall geht man davon aus, auch vor der

Erhebung schon Mengen M; bzw. M, angeben zu kdnnen, die alle
vorstellbaren Merkmalswerte des Merkmals X bzw. Y enthalten.

@ Die Urliste der Lange n (zur statistischen Masse der Méachtigkeit n) besteht

nun aus den n Paaren

(Xlayl)v (X27}/2)7 R (Xnvyn)

mit x,, € My und y,, € My bzw. (Xm, ym) € My x M fir m € {1,..., n}.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Folie 100



4 Zweidimensionale Daten Haufigl eilungen unk ierter Daten 4.1

Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten Il

o Unverzichtbare Eigenschaft der Urliste ist, dass die Paare von
Merkmalswerten jeweils demselben Merkmalstrager zuzuordnen sind!

@ Wie im eindimensionalen Fall wird der Merkmalsraum zu X mit
A={a1,...,ak} bezeichnet, dariiberhinaus der Merkmalsraum zu Y mit
B ={by,...,b}.

e Es muss nicht jede der k - | Kombinationen (a;, b;) in der Urliste auftreten!

o Geeignetes Mittel zur Aggregation der Merkmalswerte, wenn sowohl kK = #A
als auch | = #B ,klein” sind: Haufigkeitsverteilungen
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4 Zweidimensionale Daten Haufigl ierter Daten 4.1
Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten [V
ko1 koo
o Natiirlich gilt auch hier ZZ h(aj, bj) = n und ZZ r(aj, bj) = 1.
i=1 j=1 i=1 j=1
o Tabellarische Darstellung zweidimensionaler Haufigkeitsverteilungen in
Kontingenztabellen:
X\Y | by by -+ b
a hii hi -0 hy
a hor  hyn - hy
ak haa hee -+ hy
o Statt absoluter Haufigkeiten hj; hier auch relative Haufigkeiten r; iiblich.
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4 Zweidimensionale Daten eilungen unk ierter Daten 4.1

Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten Il|

@ Zur Erstellung einer Haufigkeitsverteilung: Zahlen, wie oft jede Kombination
(ai, bj) der Merkmalsauspragung a; von X und bj von Y, i € {1,..., k},
J€{1,...,1}, in der Urliste (x1,)1), ..., (Xn, ¥n) vorkommt.

> Die absoluten Haufigkeiten h;j := h(aj, b;) geben fiir die Kombination
(ai, b)), i€ {1,...,k}, j€{1,...,1}, die (absolute) Anzahl der Eintrige der
Urliste mit der Ausprigung (a;, b;) an, in Zeichen

h,’j = h(a,—, bj) = #{m S {17 ey n} ‘ (Xm,ym) = (a,-, bj)} .

> Die relativen Héufigkeiten rj :== r(a;, b;) geben fiir die Kombination (a;, b;),
ie{l,...,k}, je{1,...,1}, den (relativen) Anteil der Eintrige der Urliste
mit der Auspragung (aj, bj) an der gesamten Urliste an, in Zeichen

h(aivbj) — #{m € {17"'5,7} | (vaym) = (aivbj)} )

rij := r(ai, bj) ==
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ierter Daten 4.1

4 Zweidimensionale Daten

Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten V

@ Zu den absoluten Haufigkeiten hj; und relativen Haufigkeiten r; definiert man
die absoluten Randhéufigkeiten

/ k
hio:=> hyfirie{l,....k} und  hj:=> h;firje{l,... I}
j=1 i=1
sowie die relativen Randhaufigkeiten
I k
r,-.::Zr,-jﬂjrie{l,...,k} und r.j::Zr,-jﬂjrjE{l,...,/}.
j=1

i=1

o Diese Randhiufigkeiten stimmen offensichtlich (1) mit den (eindimensionalen)
individuellen Haufigkeitsverteilungen der Merkmale X bzw. Y iiberein.
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4 Zweidimensionale Daten Haufigkei eilungen

Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten VI

o Kontingenztabellen werden oft durch die Randhaufigkeiten, die sich dann als
Zeilen- bzw. Spaltensummen ergeben, in der Form

ierter Daten 4.1

X\Y by by by h;.
al h11 h12 h1/ hl.
ap ho1 h ha | ha.
ax her o ha | b
h<j h.1 h.2 hA/ n

oder

X\Y | b by b, ri.
al rni r2 ry r.
az r21 r2 r2y r2.
ak 1 re2 Ml | ke
rj ri r.o r. 1

erganzt.

@ Zur besseren Abgrenzung von Randhaufigkeiten nennt man h; bzw. r; oft
auch gemeinsame absolute bzw. relative Haufigkeiten.
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4 Zweidimensionale Daten

Haufigl ter

@ Zur Visualisierung zweidimensionaler Daten mit (iiberwiegend) paarweise
verschiedenen Ausprigungen (z.B. bei zwei stetigen Merkmalen):

Streudiagramm bzw. Scatter-Plot

Durchschnittslohn vs. Bevélkerungswachstum nach Bundeslandern 2009

;
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Durchschnittslohn/-gehalt pro geleisteter Arbeitsstunde

@ Bei mehr als zwei Merkmalen: Paarweise Streudiagramme iiblich.
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Daten 4.1

Folie 107

ierter Daten 4.1

Beispiel (Kontingenztabelle)
o Merkmal X: Mathematiknote,
Merkmal Y: Physiknote,
Urliste zum zweidimensionalen Merkmal (X, Y):
(2,2), (2,3), (3,3), (5,3), (2,3), (5,4), (5,5), (4,2), (4,4), (1,2), (2,3
(1,3), (4,4), (2,3), (4,4), (3,4), (4,2), (5, ) (2,3), (4,4), (5.4), (2,3
(4.3), (L), (2.1), (2.2), (L.1), (2.3), (5.4), (2.2)

e Kontingenztabelle (mit Randhiufigkeiten)

X\Y[1 2 3 4 5]
1 |2 1 1 0 0 4
2 |13 7 0 0|11
3 /00 1 1 0/ 2
4 |0 2 1 4 0] 7
5 [0 0 1 4 1] 6
h; |3 6 11 9 1|30
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4 Zweidimensionale Daten
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ierter Daten 4.1

Tagesrenditen (2008) verschiedener DAX-Papiere

-0.10 0.00 0.05 0.10 -0.10 0.00 0.05 0.10
L 1 1 | L 1 1 |
L e °
Y
008 ° o
ADS.DE
ERE ad °
. .
S 0y . %
T ofo, 2 5 Yo
g e ALV.DE ﬁ
4 25 A f? ° s‘&o“;’”"& °
s g

-0.10

BAS.DE

0.10
1

0.00

-0.10

‘?
, wﬁ‘*

BAYN.DE

-0.10 -0.05 0.00

T
0.05

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

—-0.05 0.00 0.05

0.10

-0.05 0.00 0.05 0.10

Folie 108



4 Zweidimensionale Daten Hiufigkeitsverteilungen klassierter Daten 4.2

Klassierung mehrdimensionaler Daten

@ Analog zu eindimensionalen Daten:
Haufigkeitstabellen schlecht geeignet fiir Merkmale mit ,vielen" verschiedenen
Auspragungen, also insbesondere stetige Merkmale.

@ Genauso wie bei eindimensionalen Daten moglich: Klassierung

o Kilassierung fiir mehrdimensionale Daten wird hier nicht mehr im Detail
ausgefiihrt

@ Allgemeine ,Anleitungen” fiir Klassierungen mehrdimensionaler Daten:

» Oft werden nicht alle Merkmale klassiert, sondern nur einzelne.

> Klassierung erfolgt individuell fiir jedes zu klassierende Merkmal.

» Anwendung von Verfahren fiir nominalskalierte und ordinalskalierte Merkmale
klar.

> Bei Verfahren fiir kardinalskalierte Daten: Annahme gleichm&Biger Verteilung
der Merkmalswerte auf Klassen, ggf. Klassenmitte als Niherung fiir die
Merkmalsauspragungen (wie bisher!)
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4 Zweidimensionale Daten Bedingte Hufighei " T ——

Bedingte Haufigkeitsverteilungen |l

o Fiir festes j € {1,...,/} entsprechen die bedingten relativen Haufigkeiten
r(ai]Y = bj) also den relativen Haufigkeiten von Merkmal X bei
Einschrinkung der statistischen Masse auf die Merkmalstriger, fiir die das
Merkmal Y die Ausprdgung b; annimmt.

@ Umgekehrt enstprechen fiir festes i € {1,..., k} die bedingten relativen
Haufigkeiten r(bj|X = a;) den relativen Haufigkeiten von Merkmal Y bej
Einschrinkung der statistischen Masse auf die Merkmalstréger, fiir die das
Merkmal X die Auspragung a; annimmt.

@ Man nennt die Merkmale X und Y wunabhéingig, wenn diese Einschrankungen
keinen Effekt auf die relativen Haufigkeiten haben, d.h. alle bedingten
relativen Haufigkeiten mit den zugehorigen relativen Randhaufigkeiten
tibereinstimmen.
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4 Zweidimensionale Daten Bedingte Hiufigkei

keit 4.3

Bedingte Haufigkeitsverteilungen |

@ Ziel einer gemeinsamen Betrachtung von mehreren Merkmalen:
Untersuchung von Abhangigkeiten und Zusammenhingen

@ Zentrale Frage: Hangen die jeweils angenommenen Merkmalswerte eines

Merkmals X mit denen eines anderen Merkmals Y zusammen?

@ Untersuchungsméglichkeit auf Grundlage gemeinsamer Haufigkeiten zu den

Merkmalen X mit Merkmalsraum A = {ay,...,ax} und Y mit Merkmalsraum
B = {by,..., b}: Bilden der bedingten relativen Haufigkeiten
hy
> r(a,-|Y = bj) = Fj
hy
> r(bj|X = a) = h—’

fiurie{1,...,k}undje{1,...,/}.
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4 Zweidimensionale Daten Bedingte Haufi i it 4.3
Beispiel (bedingte Haufigkeitsverteilungen)
@ Von Folie 106: Merkmal X: Mathematiknote, Merkmal Y: Physiknote,
Kontingenztabelle
X\Y |1 2 3 4 5| h;
1 2 1 1 0 0 4
2 1 3 7 0 0] 11
3 0 O 1 1 0 2
4 0 2 1 4 0 7
5 0 O 1 4 1 6
h.j 3 6 11 9 1130
@ Tabelle mit bedingten Hiufigkeitsverteilungen fiir Y|X = a;:
b; 1 2 3 4 5%
rlx=1) 3 & 3 0 0]1
r(bj| X = 2) ﬁ 1—31 % 0 0] 1
r(plx=3)| 0 0o 1 L1 o)1
rX=4)| 0 % 3 3 0|1
r(jlX=5)| 0 0 ¢ % 2|1
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4 Zweidimensionale Daten Bedingte Hiufigkei i und Unabhangigkeit 4.3

Unabhangigkeit von zwei Merkmalen |

Definition 4.1 (Unabhangigkeit von zwei Merkmalen)
Die Merkmale X mit Merkmalsraum A = {a1,...,ax} und Y mit Merkmalsraum
B = {by,..., b} eines zweidimensionalen Merkmals (X, Y') zu einer Urliste der
Lange n heiBen unabhangig, falls
hi 1 h;
r(ailY = bj) = Friaii r(a;)
bzw. (gleichbedeutend)
hij 1 h;
r(biX =) = 2L L 2 — 1(ty)
firallei € {1,....k} und j € {1,...,1} gilt.
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4 Zweidimensionale Daten AbhzngigkeitsmaBe 4.4

AbhangigkeitsmaBe

@ Je nach Skalierungsniveau der Merkmale X und Y konnen verschiedene
Verfahren zur Messung der Abh&ngigkeit verwendet werden, das niedrigste
Skalierungsniveau (nominal < ordinal < kardinal) ist dabei fiir die
Einschrankung der geeigneten Verfahren maBgeblich:

» Verfahren fiir ordinalskalierte Merkmale kénnen nur dann eingesetzt werden,
wenn beide Merkmale X und Y mindestens ordinalskaliert sind.

» Verfahren fiir kardinalskalierte Merkmale kdnnen nur dann eingesetzt werden,
wenn beide Merkmale X und Y kardinalskaliert sind.

@ Trotz unterschiedlicher Wertebereiche der AbhangigkeitsmaBe besteht die
Gemeinsamkeit, dass die Abhangigkeit von X und Y stets mit dem Wert 0
gemessen wird, falls X und Y unabhingig gemaB Definition 4.1 sind.

o Vorsicht beim Ableiten von Kausalititsbeziehungen (Wirkungsrichtungen) aus
entdeckten Abhingigkeiten!
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4 Zweidimensionale Daten Bedingte Hiufigkei i und Unabhingigkeit 4.3

Unabhangigkeit von zwei Merkmalen Il

@ Die Bedingungen in Definition 4.1 sind offensichtlich genau dann erfiillt,
it h.j

wenn hjj = bzw. rj =r;. - rjfuralle i e {1,...,k} und j € {1,...,/}

n
gilt, die gemeinsamen relativen Haufigkeiten sich also als Produkt der
relativen Randhaufigkeiten ergeben.

@ Unabhangigkeit im Sinne von Definition 4.1 ist eher ein idealtypisches
Konzept und in der Praxis kaum erfiillt.

@ Interessant sind daher MaBe, die vorhandene Abh&ngigkeiten zwischen zwei
Merkmalen ndher quantifizieren.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 114

4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Kardinalskalierte Merkmale

Definition 4.2 (emp. Kovarianz, Pearsonscher Korrelationskoeffizient)

Gegeben sei das zweidimensionale Merkmal (X, Y') mit der Urliste

(x1,¥1) -« - (Xn, ¥n) der Linge n, X und Y seien kardinalskaliert. Mit

x =131 X bzw.y =137 | y; seien wie iiblich die arithmetischen Mittelwerte
von X bzw. Y bezeichnet, mit

s = XLl —%? baw sy = LTI - 7P

die jeweiligen empirischen Standardabweichungen. Dann heilen
1 ¢ _ _
® sx,y = ;(x,- = X)(yi =)

die empirische Kovarianz von X und Y und
Xy >ia(xi —X)(yi —¥)
S U = KB = T

der (Bravais-)Pearsonsche Korrelationskoeffizient von X und Y.

(] rx,y :=
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Bemerkungen |

@ sx y kann meist einfacher gemiB sx y = Xy — X -y mit
1
Xy = - le,- -y

berechnet werden.

o Bei Vorliegen der Haufigkeitsverteilung kann Xy einfacher gemal

1k ko1
W:EZ ibj'hUZZZa;bj~rU

i=1 j=1

HM\

berechnet werden (X und ¥ werden zur Berechnung von sx y dann
zweckmaBigerweise ebenfalls mit Hilfe der Hiufigkeitsverteilungen berechnet,
siehe dazu Folie 67).
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Beispiel: Pearsonscher Korrelationskoeffizient

ry=1 Iy y=0 Ty y=-1
o
o | 27 o
Q S
g
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S
i Y
> o > >
E o
2 «
wn - g .
~ 4
o
T T T T T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20
X X X
I,y =0.9652 Iy y=0.1103 Iy vy =—0.837
N
o
o
& A < ] o
E
ol i
s o o -
o
> o > i > ©
S
o
< <
o
i .
o o |
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5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20
X X X
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Bemerkungen |l

o Esgilt stets —1 < rxy <1.
@ rx,y misst lineare Zusammenhange, spezieller gilt

> rx,y > 0 bei positiver ,Steigung” (,X und Y sind positiv korreliert"),
> rx,v < 0 bei negativer ,Steigung” (,X und Y sind negativ korreliert"),
> |rx,y| =1, falls alle (x;, y;) auf einer Geraden (mit Steigung # 0) liegen.

@ rx.y ist nur definiert, wenn X und Y jeweils mindestens zwei verschiedene
Merkmalsauspragungen besitzen.
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) ordinalskalierte Merkmale |

@ Messen linearer Zusammenhénge bei Ordinalskala nicht (mehr) moglich,
stattdessen: Messen monotoner Zusammenhange.

@ Hierzu fiir X und Y erforderlich: Bilden der Range der Merkmalswerte
(gem3B der vorgegebenen Ordnung).

@ Aus den Merkmalen X und Y mit Merkmalswerten xi,...,x, bzw. y1,..., v,
werden dabei neue Merkmale rg(X) und rg(Y) mit Merkmalswerten

rg(X)1, ..., rg(X)n bzw. rg(Y)1, ..., rg(Y)n.
o Bilden der Range wird exemplarisch fiir Merkmal X beschrieben
(Bilden der Ringe fiir Y ganz analog).
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) ordinalskalierte Merkmale 1l

@ Einfacher Fall: Alle n Merkmalswerte sind verschieden.
~> Rénge von 1 bis n werden den Merkmalswerten nach der Position in der
gemaB der vorgegebenen Ordnung sortierten Urliste zugewiesen:

X(l)O—)].,...,X(n) —=n

@ Komplizierter Fall: Es existieren mehrfach auftretende Merkmalswerte (sog.
Bindungen), d.h. es gilt x; = x; fiir (mindestens) ein Paar (i, ) mit i # j.
~» Prinzipielle Vorgehensweise wie im einfachen Fall, Range
iibereinstimmender Merkmalswerte miissen aber (arithmetisch) gemittelt

werden.
Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 121
4 Zweidimensionale Daten AbhzngigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) ordinalskalierte Merkmale IV

#{je{1,...,n} | x;=x;}—1 h(xi)—1
2 2

@ Der zweite (subtrahierte) Term bzw. in
Definition 4.3 dient der Berechnung des arithmetischen Mittels bei Vorliegen
von Bindungen.

o Liegen keine Bindungen vor (sind also alle Merkmalswerte verschieden), ist
der zweite (subtrahierte) Term in Definition 4.3 immer gleich 0.

@ ldee zur Konstruktion eines AbhingigkeitsmaBes fiir (mindestens)
ordinalskalierte zweidimensionale Merkmale (X, Y):

@ Ubergang von X zu rg(X) sowie von Y zu rg(Y)
@ Berechnung des Pearsonschen Korrelationskoeffizienten von rg(X) und rg(Y)
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) ordinalskalierte Merkmale Il

@ ,Berechnungsvorschrift” fiir beide Falle in folgender Definition:

Definition 4.3 (Rang eines Merkmals X, rg(X);)
Gegeben sei ein Merkmal X mit Urliste xq, . .., x,. Dann heiBt fir i € {1,...,n}

4 €fl, . nhlx = x}—1
2

rg(X),' Z:#{jE {L"'?n}lXjSXi}_

. ) h(X,') -1
= > h(z) - — 5

n- F(X,') _ h(X,g— 1

der Rang von x;. Die Werte rg(X)1,...,rg(X)n kénnen als Urliste zu einem neuen
Merkmal rg(X) aufgefasst werden.

v
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient |

Definition 4.4 (Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient)

Gegeben sei das zweidimensionale Merkmal (X, Y') mit der Urliste
(x1,%1),---,(Xxn,yn) der Linge n, X und Y seien (mindestens) ordinalskaliert.
Zu X und Y seien die Ringe rg(X) und rg(Y) gemaB Definition 4.3 gegeben.

Dann heiBt
Srg(X),re(Y)

r(S) = r =
X,y = Tg(X),re(Y) Srg(X) * Srg(Y)

der Spearmansche Rangkorrelationskoeffizient von X und Y.

@ Wegen des Zusammenhangs mit dem Pearsonschen Korrelationskoeffizienten
gilt offensichtlich stets
—1<0) <1,
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient |l

@ Bei der Berechnung von r)((si, kann die Eigenschaft

n+1

ausgenutzt werden.

o Damit gilt fiir r)(f%, stets:

n n 2
() L5 rg(X)i-rg(Y); — &S

'xy =
V[ESiate0002 - 2] 150 gy - 2522

o Nur wenn x; # x; und y; # y; fiir alle i # j gilt (also keine Bindungen
vorliegen), gilt die wesentlich leichter zu berechnende ,Formel*

n 2
(8) g 82 (re(X)i — rg(Y))
XY n-(n?—-1)
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) nominalskalierte Merkmale |

@ Da bei nominalskalierten Merkmalen keine Ordnung vorgegeben ist, kann hier
lediglich die Starke, nicht aber die Richtung der Abhangigkeit zwischen X
und Y gemessen werden.

o Idee zur Konstruktion eines AbhangigkeitsmaBes auf Basis der gemeinsamen
Hiufigkeitstabelle zu (X, Y):

» Bei Unabhéangigkeit der Merkmale X und Y miisste nach Definition 4.1 auf

Folie 113
hi. - h; .. . .
hij = - furalleie{1,...,k},je{1,...,1}
gelten.
> Abweichungen zwischen h; und % konnen also zur Messung der

Abhéingigkeit eingesetzt werden.

@ Hier verwendetes AbhingigkeitsmaB entsteht aus geeigneter
Zusammenfassung und Normierung dieser Abweichungen.
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Beispiel: Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient

xy=1, T;S,)v: 1 Ix,y =0, ';S,)VZO rx,y==0.93, '&S,l)v:‘l
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4 Zweidimensionale Daten AbhzngigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) nominalskalierte Merkmale |

Definition 4.5 (Pearsonscher Kontingenzkoeffizient)

Gegeben sei das zweidimensionale Merkmal (X, Y) zu einer Urliste der Lange n
mit den zugehérigen absoluten gemeinsamen Haufigkeiten h; sowie den
Randhaufigkeiten h;. und h; firie {1,...,k}, je{1,...,/}.

Dann heiBt
Ckorr - min{kvl} . X2
Xy min{k,/} —1 n+x2

mit

h,'.-h,j
1 n

Ko (h,-j_ﬁf-r',h-f)z
=3

i=1 j

korrigierter Pearsonscher Kontingenzkoeffizient der Merkmale X und Y.

o Es gilt stets 0 < Gy < 1.
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5 Zufallsexperimente

Inhaltsverzeichnis
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5 Zufallsexperimente 5 Zufallsexperimente Ergebnisse 5.1
Zufallsexperimente (Zufallsvorgange) Ergebnisse
@ Unter Zufallsexperimenten versteht man Geschehnisse, Co
P Definition 5.1

> deren mdégliche (sich gegenseitig ausschlieBende!) Ausginge bekannt sind,
> deren (konkreter) Ausgang aber ungewiss ist (oder zumindest ungewiss zu sein

scheint bzw. in der Anwendungssituation a priori nicht bestimmt werden o o ]
kann!). Q = {w|w ist ein méglicher Ausgang des Zufallsexperiments}

Zu einem Zufallsexperiment nennt man die nichtleere Menge

o Beispiele fiir Zufallsexperimente: Wiirfelwurf, Miinzwurf, Lottoziehung,

i . - ; der méglichen (sich gegenseitig ausschlieBenden) Ausgange Ergebnisraum, ihre
gefallene Zahl beim Roulette, ausgeteiltes Blatt bei Kartenspielen

Elemente w auch Ergebnisse.

@ Entscheidend ist weniger, ob der Ausgang eines Vorgangs tatsachlich ,zufllig*
ist, sondern vielmehr, ob der Ausgang als zufillig angesehen werden soll! @ Nach Definition 5.1 kann also nach Durchfiihrung des Zufallsexperiments
genau ein Ergebnis w € Q angegeben werden, das den Ausgang des

@ Zur Modellierung von Zufallsexperimenten mehrere Komponenten - )
Zufallsexperiments beschreibt.

erforderlich.
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5 Zufallsexperimente Ereignisse 5.2

Ereignisse |

@ Interesse gilt nicht nur einzelnen Ausgédngen des Zufallsexperiments, sondern
oft auch Zusammenschliissen von Ausgangen, sog. Ereignissen.
Beispiele
> beim Roulette: Es ist Rot gefallen
> beim Wiirfeln: Es ist eine gerade Zahl gefallen
> beim Skatspiel: Das eigene Blatt enthilt mindestens 2 Buben.
> beim Lottospiel: Eine vorgegebene Tippreihe enthilt (genau) 3 ,Richtige”

@ Ereignisse sind also Teilmengen des Ergebnisraums; ist €2 der Ergebnisraum
eines Zufallsexperiments, gilt fiir jedes Ereignis A die Beziehung A C Q.

o Ereignisse, die nur aus einem Element des Ergebnisraums (also einem
einzigen Ergebnis) bestehen, heiBen auch Elementarereignisse.
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5 Zufallsexperimente Ereignisse 5.2

o Ereignisse kdnnen verkniipft werden. Dabei lassen sich aussagenlogische
Verkniipfungen in mengentheoretische tibersetzen, z.B.:
» Wenn Ereignis A eintritt, dann auch Ereignis B < Es gilt A C B.
» Die Ereignisse A und B treten nie gleichzeitig ein < Es gilt AN B = (.
> Ereignis A und Ereignis B treten ein < Ereignis AN B tritt ein.
> Ereignis A oder Ereignis B treten ein < Ereignis AU B tritt ein.

Vorsicht!

,Oder* (fiir sich betrachtet) wird stets nicht-exklusiv verwendet, also nicht im
Sinne von ,entweder—oder”. , A oder B tritt ein" bedeutet also, dass A eintritt oder
B eintritt oder beide Ereignisse eintreten.
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5 Zufallsexperimente Ereignisse 5.2

Ereignisse Il

@ Ob ein Ereignis A eingetreten ist oder nicht, hingt vom tatsichlichen
Ausgang des Zufallsexperiments ab:
» Ein Ereignis A C Q ist eingetreten, falls fiir den Ausgang w gilt: w € A
» Ein Ereignis A C Q ist nicht eingetreten, falls fiir den Ausgang w gilt: w ¢ A

~- Es gilt insbesondere nicht (wie bei Ergebnissen), dass jeweils (nur) genau ein
Ereignis eintritt!

@ Das Ereignis Q wird als sicheres Ereignis bezeichnet, da es offensichtlich
immer eintritt.

o Das Ereignis ) = {} (die leere Menge) wird als unmégliches Ereignis
bezeichnet, da es offensichtlich nie eintritt.
(Fiir kein Element w € Q kann w € () gelten.)
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5 Zufallsexperimente Ereignisse 5.2
Ereignisse IV
Definition 5.2

Sei Q) eine Menge, seien A und B Teilmengen von , es gelte also A C Q und
B C Q. Dann heiflen

o AUB:={weQ|weAVw e B} die Vereinigung von A und B,
e ANB:={weQ|weAAw e B} der Durchschnitt von A und B,
A\B:={weQ|weAAw ¢ B} die Differenz von A und B,
A:=Q\A={weQ|wé¢ A} das Komplement von A,

A und B disjunkt, falls AN B = 0,

A und B komplementir, falls B = A.
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5 Zufallsexperimente Ereignisse 5.2

Ereignisse V

e Das Komplement A eines Ereignisses A heiBt auch Gegenereignis von A. Es
tritt offensichtlich genau dann ein, wenn A nicht eintritt.

@ Vereinigungen und Durchschnitte werden auch fiir mehr als 2 (Teil-)Mengen
bzw. Ereignisse betrachtet, zum Beispiel

» die Vereinigung |J7_; A bzw. der Durchschnitt (_; A; der n Mengen bzw.
Ereignisse Ai, ..., An,

» die Vereinigung | J;2, Ai bzw. der Durchschnitt (72, A; der (abz&hlbar)
unendlichen vielen Mengen bzw. Ereignisse A1, Az, .. ..
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5 Zufallsexperimente Ereignisse 5.2

Rechenregeln fiir Mengenoperationen ||

o Distributivgesetze
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)U(ANC(C)

@ De Morgansche Gesetze

AUB=ANB ANB=AUB
@ Disjunkte Zerlegung von A durch B

A=(ANB)U(ANB) mit (ANB)N(ANB)=10
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5 Zufallsexperimente Ereignisse 5.2

Rechenregeln fiir Mengenoperationen |

Fiir Teilmengen bzw. Ereignisse A, B, C von Q gelten die ,,Rechenregeln:

o ldempotenzgesetze, neutrale und absorbierende Elemente

AUD=A AND =10 AUQ=Q ANBCA
AUA=A ANA=A ANQ=A ANBCB

o Kommutativgesetze
AUB=BUA ANB=BNA

@ Assoziativgesetze

AU(BUC)=(AUB)UC AN(BNC)=(ANB)NC
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5 Zufallsexperimente Wahrscheinlichkeiten 5.3

Wahrscheinlichkeiten |

@ Zur Modellierung von Zufallsexperimenten: ,Quantifizierung” des Zufalls
durch Angabe von Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse.

o Spezieller:
Gesucht ist eine Abbildung, die einer bestimmten Menge von Ereignissen
(Eintritts-)Wahrscheinlichkeiten zuordnet.

o Aber:

» Was sind Wahrscheinlichkeiten?
» Woher kommen diese Wahrscheinlichkeiten?
» Was sagen diese Wahrscheinlichkeiten aus?
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5 Zufallsexperimente Wahrscheinlichkeiten 5.3

Wahrscheinlichkeiten |l

o Es gibt verschiedene gelaufige Wahrscheinlichkeitsbegriffe, insbesondere:

» Klassischer oder Laplacescher Wahrscheinlichkeitsbegriff:
Q ist so konstruiert, dass alle Elementarereignisse die gleiche
Eintrittswahrscheinlichkeit haben.

» Haufigkeitsbasierter Wahrscheinlichkeitsbegriff:
Zufallsexperiment wird als unendlich oft wiederholbar vorausgesetzt,
Eintrittswahrscheinlichkeiten der Ereignisse als ,Grenzwert" der relativen
Eintrittshiufigkeiten in (unendlicher) Folge von Durchfiihrungen.

» Subjektiver Wahrscheinlichkeitsbegriff:
Personliche Einschdtzungen geben Eintrittswahrscheinlichkeiten an. Festlegung
zum Beispiel durch subjektive Angabe von ,Grenz"-Wettquoten auf das
Eintreten von Ereignissen.

@ Unabhangig vom konkreten Wahrscheinlichkeitsbegriff:
Bestimmte , Konsistenzbedingungen" fiir

» Wahrscheinlichkeiten und
» Menge der Ereignisse, denen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden kdnnen

sinnvoll.
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5 Zufallsexperimente Wahrscheinlichkeiten 5.3

o-Algebra |

Definition 5.3 (o-Algebra)
Sei Q # () eine Menge. Eine Menge F von Teilmengen von Q heiBt o-Algebra
iiber Q, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Q Qe F,

Q@ Ac F=AceF,

Q AL A, ... F=UnAEF.

o Ist Q endlich (oder abzihlbar unendlich), wird fiir F héufig die Menge aller
Teilmengen von , die sog. Potenzmenge P(Q), gewihlt.

o Gilt #Q = n, so ist #P(Q) = 2".
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5 Zufallsexperimente Wahrscheinlichkeiten 5.3

Wahrscheinlichkeiten 111

@ Folgender ,Minimalsatz’ von Bedingungen geldufig:

» Q muss eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden kénnen; genauer muss
diese Wahrscheinlichkeit 1 betragen.

» Wenn einem Ereignis A eine (Eintritts-)Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden
kann, dann muss auch dem Gegenereignis A (also dem Nichteintreten des
Ereignisses A) eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden kdnnen; genauer
muss die Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten 1 betragen.

» Wenn einer Menge von Ereignissen A1, Az, ... Wahrscheinlichkeiten zugeordnet
werden konnen, dann muss auch eine Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
mindestens eines dieser Ereignisse eintritt, angegeben werden kdnnen;
sind die Ereignisse A1, A, ... (paarweise) disjunkt, dann muss diese
Wabhrscheinlichkeit mit der Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten
tibereinstimmen.

» Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen diirfen nicht negativ sein.

@ Mengensysteme, die diesen Bedingungen geniigen, heiBen o-Algebren.
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5 Zufallsexperimente Wahrscheinlichkeiten 5.3

o-Algebra |l

@ Aus Definition 5.3 folgen zahlreiche weitere Eigenschaften, z.B.:

» 0 e F,

> AL A, € F= (A ET,
ieN

> Ai,...,Are F=|JA € Fund A € F,
i=1 i=1

» ABEF= ABEF.

o Das Paar (2, F) wird auch ,Messraum" genannt.
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5 Zufallsexperimente Wahrscheinlichkeiten 5.3

WahrscheinlichkeitsmalB

@ Abbildungen, die den Elementen von F (!) Wahrscheinlichkeiten zuordnen,
heiBen WahrscheinlichkeitsmaBe.

Definition 5.4 (WahrscheinlichkeitsmaB)

Es seien Q # () eine Menge, F C P(Q2) eine o-Algebra iiber Q und P : F — R
eine Abbildung. P heiBt WahrscheinlichkeitsmaB auf F, falls gilt:

Q@ P(A) >0 firalle Ac F,
Q P(Q) =1,
Q P(U;:l A) = Z:’il P(A)) fiir alle A1, Az, ... € F mit AjNAx = 0 fiir j # k.

v

o Die Eigenschaften 1-3 in Definition 5.4 heiBen auch Axiome von Kolmogorov.
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5 Zufallsexperimente Wahrscheinlichkeiten 5.3

Beispiel (Zufallsexperiment)

(Einmaliges) Werfen eines (fairen!) Wiirfels als Zufallsexperiment.
> Geeigneter Ergebnisraum: Q = {1,2,3,4,5,6}
» Geeigneter Ereignisraum: F = P(Q) mit #F = 2#% =2° =64
#A

> Geeignetes WahrscheinlichkeitsmaB: P : F — R; P(A) = e

Beispiele fiir Ereignisse:

> A: Eine vier ist gefallen; A = {4}
B: Eine gerade Zahl wurde gewiirfelt; B = {2,4,6}
C: Eine Zahl < 3 wurde gewiirfelt; C = {1,2,3}
D: Eine Zahl > 2 wurde gewiirfelt; D = {3,4,5,6}

Es gilt: P(A) = é7 P(B):P(C):% = %, P(D) =% =
Es gilt zum Beispiel, dass A und C disjunkt sind, oder dass B das Ereignis
sungerade Zahl gewiirfelt" beschreibt.

(]
vy vYy

(]
wIN
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5 Zufallsexperimente Wahrscheinlichkeiten 5.3

Wahrscheinlichkeitsraum

@ Insgesamt wird ein Zufallsexperiment vollstandig durch einen
Wabhrscheinlichkeitsraum beschrieben (und mit ihm identifiziert):

Definition 5.5 (Wahrscheinlichkeitsraum)

Seien Q £ () ein Ergebnisraum, F C P(Q) eine o-Algebra iiber Q und P ein
WahrscheinlichkeitsmaB auf F. Dann heiBt das Tripel (2, F, P)
Wabhrscheinlichkeitsraum. F wird auch Ereignisraum genannt.
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5 Zufallsexperimente Wahrscheinlichkeiten 5.3

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Es lassen sich die folgenden Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeitsraume (Q, F, P)
und beliebige Ereignisse A, B, A1, Ay, ... € F herleiten:

Q@ P(A) <1,
Q@ P(0) =0,
Q@ ACB= P(A) < P(B),
Q P(A)=1-P(A),
Q P(U!_; A) = P(A)+P(A1NA)+P(AINANA3)+- - -+ P(AIN- - A_1NA,)
und fiir n =2 und n = 3 weiter aufgeschliisselt:
(1] P(A1 @] Az) = P(A1) =+ P(A2) — P(A1 N A2)
(2] P(Al UA2UA3) =
P(A1)+P(A2)—|—P(A3)—P(AlﬂAz)—P(AlﬂAg,)—P(AzﬂA3)—|—P(A1ﬂAgﬂA3)
@ Bilden die A; eine Zerlegung von Q, d.h. gilt A; N A; = 0 fiir alle i # j und
Uien Ai = Q, so gilt
P(B)=> P(BNA).
ieN
Insbesondere gilt stets P(B) = P(BN A) + P(B N A).

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 148



6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Inhaltsverzeichnis
(Ausschnitt)
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@ Laplacesche Wahrscheinlichkeitsraume
@ Kombinatorik
@ Allgemeine diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Laplacesche Wahrscheinlichkeitsraume |

o Einfachster Fall fiir (Q, F, P) (wie in Wiirfel-Beispiel):
» Q endlich,
> Eintritt aller Ergebnisse w € Q gleichwahrscheinlich.

@ Wabhrscheinlichkeitsraume mit dieser Eigenschaft heiBen
Laplacesche Wahrscheinlichkeitsraume.

o Als o-Algebra F kann stets P(Q2) angenommen werden.
Insbesondere ist also jede beliebige Teilmenge von Q ein Ereignis, dessen
Eintrittswahrscheinlichkeit berechnet werden kann.
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Laplacesche Wahrscheinlichkeitsraume ||

@ Das Laplacesche WahrscheinlichkeitsmalBl P ergibt sich dann als:

A A
PZI_)R;P(A):Z&Q::YZ'

@ Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A ist also der Quotient

Anzahl der im Ereignis A enthaltenen Ergebnisse

Anzahl aller moglichen Ergebnisse

bzw.
Anzahl der (fiir Ereignis A) giinstigen Fille

Anzahl der (insgesamt) méglichen Fille

o Einzige Schwierigkeit: Zahlen!
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itsraume 6.1 6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Kombinatorik 6.2

Kombinatorik

@ Disziplin, die sich mit ,,Zdhlen" beschiftigt: Kombinatorik

@ Verwendung allgemeiner Prinzipien und Modelle als Hilfestellung zum Zahlen
in konkreten Anwendungen.

Satz 6.1 (Additionsprinzip, Multiplikationsprinzip)
Sei r € N, seien My, My, ..., M, (jeweils) endliche Mengen.
Ist M; N M; = ( fiir alle i # j, dann gilt das Additionsprinzip
‘M1UM2U-“UM,|:|M1‘+|M2‘+-“+|M,| .

Mit My X Mo X -+« X My :={(my,...,m;)|my € My,...,m, € M,} gilt das
Multiplikationsprinzip

|M1><M2><---XM,|:|M1|-|M2|~,..-|Mr|
und im Fall M = My = M, =--- =M, mit M":= M x M x --- x M spezieller
— —
r—mal

|M7| = [M[".

v
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Kombinatorik 6.2

Definition 6.1 (Fakultdt, Binomialkoeffizient)

Q@ Mit Ng := NU {0} sei die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieBlich Null
bezeichnet.

@ Fiir jedes n € Ny definiert man die Zahl n! € N (gelesen ,n-Fakultét”)
rekursiv durch
0! :=1 und
(n+1)!:=(n+1)-n! fiiralle n € Ny.
@ Fiir n,r € Ng mit 0 < r < n definiert man die Zahl (n), (gelesen ,n tief r")
durch |
(), n!

T

©Q Fiirn,r € Ng und 0 < r < n definiert man den Binomialkoeffizienten (:)

=n-(n—1)-...-(n—r+1).

(gelesen ,n iiber r“) durch
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume Kombinatorik 6.2

Modelle zum Zahlen Il

o Alternatives Modell:
Wie viele Méglichkeiten gibt es, r Murmeln in n unterscheidbare

(z. B. von 1 bis n nummerierte) Schubladen zu verteilen.
Achtung: Auch als weiteres Urnenmodell (Verteilen von r Kugeln auf n
Urnen) geliufig!

@ Varianten:

» Sind (auch) die Murmeln unterscheidbar?
> Diirfen mehrere Murmeln pro Schublade (Mehrfachbelegungen) vorhanden
sein?

o Beide Modelle entsprechen sich (einschlieBlich ihrer Varianten)!

@ Im Folgenden (zur Vereinfachung der Darstellung):
Identifizieren von endlichen Mengen der Machtigkeit n mit der Menge
N, :={1,2,...,n} der ersten n natiirlichen Zahlen.
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Kombinatorik 6.2

Modelle zum Zahlen |

@ Gebriuchliches (Hilfs-)Modell zum Z&hlen: Urnenmodell:
Wie viele Méglichkeiten gibt es, r mal aus einer Urne mit n unterscheid-
baren (z.B. von 1 bis n nummerierten) Kugeln zu ziehen?

@ Varianten:

> |Ist die Reihenfolge der Ziehungen relevant?
» Wird die Kugel nach jeder Ziehung wieder in die Urne zuriickgelegt?
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~geordnete Probe (Variation) mit Wiederholung"

@ Ziehen mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge.
Fiir jede der r Ziehungen n Mdglichkeiten, Multiplikationsprinzip anwenden.
Anzahl der Moglichkeiten:

w I _
"W,=n-n-...-n=n
r Faktoren

@ Formale Darstellung aller Moglichkeiten:

{(m1,...,m.)|m,...,m € N,} =N

gleichbedeutend: Verteilen von unterscheidbaren Murmeln mit Zulassung
von Mehrfachbelegungen
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Kombinatorik 6.2

Variante |l

~geordnete Probe (Variation) ohne Wiederholung"

@ Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge.
Fiir erste Ziehung n Méglichkeiten, fiir zweite n — 1, ..., fiir r-te Ziehung
n — r + 1 Mdglichkeiten, Multiplikationsprinzip anwenden.

@ Anzahl der Moglichkeiten:

V,=n-(n=-1)-...-(n—r+1)= ——— = (n),

n

@ Formale Darstellung aller Moglichkeiten:
{(my,ocom) € N | my o m fir i .1 <ij <}

o gleichbedeutend: Verteilen von unterscheidbaren Murmeln ohne Zulassung
von Mehrfachbelegungen
@ Spezialfall: n=r
~» n! verschiedene Moglichkeiten
> entspricht (Anzahl der) mdglichen Anordnungen (Permutationen) von n
unterscheidbaren Kugeln bzw. n unterscheidbaren Murmeln
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~ungeordnete Probe (Kombination) mit Wiederholung"

@ Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Verstandnis schwieriger!

Vorstellung: Erstelle ,Strichliste” mit r Strichen, verteilt auf n Felder (eines
fiir jede Kugel) ~~ r Striche zwischen n — 1 ,Feldbegrenzungen”. Anzah!
Méglichkeiten entspricht Anzahl der Méglichkeiten, die r Striche in der
Reihung” der n — 1 + r Striche& Feldbegrenzungen zu positionieren.

@ Anzahl der Moglichkeiten:
we . n+r—1\ (n+r—-1)! (n+r—1)-(n+r—2)-...-n
nere r ori(n=1)! r-(r—1)-...-1
@ Formale Darstellung aller Moglichkeiten:
{(m,...,m) €eNGIm <mp <--- < m,}
@ gleichbedeutend: Verteilen von nicht unterscheidbaren Murmeln mit
Zulassung von Mehrfachbelegungen
@ Achtung: Ublicherwiese nicht geeignet als €2 in Laplaceschen

Wabhrscheinlichkeitsraumen, da die verschiedenen Moglichkeiten bei iiblichen

Ziehungsvorgangen nicht alle gleichwahrscheinlich sind!
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Kombinatorik 6.2

Variante 11l

»ungeordnete Probe (Kombination) ohne Wiederholung"

o Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Wie in Variante 2: Fiir erste Ziehung n Méglichkeiten, fiir zweite n — 1, ...,
fiir r-te Ziehung n — r + 1 Méglichkeiten, Multiplikationsprinzip anwenden;
aber: je r! Méoglichkeiten unterscheiden sich nur durch die (nicht zu
berticksichtigende!) Reihenfolge.

@ Anzahl der Moglichkeiten:

C_in-(n—1)~...~(n—r—|—1)7 n! (n)

re r-(r—1)-...-1 ~ri(n—r)!

Formale Darstellung aller Moglichkeiten:

n

r
)
{(my,....m)eN|m <mp<---<m}

o gleichbedeutend: Verteilen von nicht unterscheidbaren Murmeln ohne
Zulassung von Mehrfachbelegungen

Haufig Anwendung bei gleichzeitigem Ziehen von r aus n Objekten bzw.
simultane Auswahl von r aus n Platzen; Anzahl der Moglichkeiten entspricht
Anzahl r-elementiger Teilmengen aus n-elementiger Menge.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 158

6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume Kombinatorik 6.2

Ubersicht der Varianten -1V

vgl. Ulrich Krengel, Einfiihrung in die W.-Theorie und Statistik, 7. Aufl., Vieweg, Wiesbaden, 2003

r unterscheidbare | mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
Kugeln aus Urne
mit n (unterscheid-
baren) Kugeln
mit Variante | Variante |l unterscheidbare
Beriicksichtigung Murmeln
der Reihenfolge Wo=n' WV =(n)
ohne Variante IV Variante Il nicht
Beriicksichtigung unterscheidbare
der Reihenfolge we, = <’7 +r— 1) .C, = <”> Murmeln
r r
mit ohne r Murmeln in n
Mehrfachbesetzung | Mehrfachbesetzung | unterscheidbare
Schubladen
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Kombinatorik 6.2

Bemerkungen

@ Wird ohne Zuriicklegen gezogen, muss natiirlich r < n gefordert werden!
(Es kénnen insgesamt nicht mehr Kugeln entnommen werden, als zu Beginn
in der Urne enthalten waren.)

@ Werden alle Kugeln ohne Zuriicklegen unter Beriicksichtigung der
Reihenfolge entnommen, wird haufig folgende Verallgemeinerung betrachtet:

> Nicht alle n Kugeln sind unterscheidbar (durchnummeriert).
» Es gibt m < n (unterscheidbare) Gruppen von Kugeln, die jeweils
ni, n2,. .., Nm nicht unterscheidbare Kugeln umfassen (mit n = 3"1" n;).
> Da es jeweils ni!, m!, ... npy! nicht unterscheidbare Anordnungen der Kugeln
innerhalb der Gruppen gibt, reduziert sich die Anzahl der insgesamt
vorhandenen Mdglichkeiten von ,P := ,V, = n! auf
n!
nPrng.m = m'-m!-... . ny!
» Typische Anwendung: Buchstabenanordnungen bei ,Scrabble’
> Nenner von P, .. . .. liefert Anzahl der Moglichkeiten fiir jeweils nicht
unterscheidbare Anordnungen.
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o Lottospiel ,,6 aus 49“ (ohne Beriicksichtigung einer Zusatzzahl)
> Interessierendes Ereignis A: (Genau) 3 ,Richtige"
» 19 = (%) = 13983816, |A| = (3) - (V) = 246820
6 43
= P(A) = (3(49)3 = 0.01765 = 1.765%
6
@ Anzahl der Méglichkeiten bei zweimaligem Wiirfelwurf
> wenn die Reihenfolge irrelevant (z.B. bei gleichzeitigem Werfen) ist:
|Q| — (6+§—1) —921
Vorsicht: nicht alle Ergebnisse gleichwahrscheinlich!
» wenn die Reihenfolge relevant ist:
Q] =6%>=36
o Geburtstage
Zusammensetzung der Geburtstage (ohne Jahreszahl; Vernachlissigung von
Schaltjahren) bei r Personen (mit Reihenfolgeberiicksichtigung)
> Interessierendes Ereignis A,: alle r Personen haben verschiedene Geburtstage
> |Q,] = 365", |A/| = (365), fiir r < 365, |A,| = 0 sonst.
= P(A,) = &% fiir r < 365, P(A,) = 0 sonst.

365"
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Kombinatorik 6.2

@ Anwendung der Kombinatorik in Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraumen:
> Auswabhl eines geeigneten Ergebnisraums Q mit gleichwahrscheinlichen
Ausgéngen des Zufallsexperiments.
» Bestimmen von |Q| mit kombinatorischen Hilfsmitteln.
» Bestimmen von |A| fiir interessierende Ereignisse A C Q mit kombinatorischen
Hilfsmitteln.
o Haufig gibt es nicht die richtige Lésung, sondern mehrere, da oft mehrere
Modelle (mehr oder weniger) geeignet sind.

@ Wird aber beispielsweise Q2 unter Beriicksichtigung der Ziehungsreihenfolge
konstruiert, obwohl die Reihenfolge fiir das interessierende Ereignis A
unwichtig ist, miissen unterschiedliche mogliche Anordnungen bei der
Konstruktion von A ebenfalls beriicksichtigt werden!

@ Trotz vorhandener (und niitzlicher) Modelle:

Richtiges Zihlen hat hiufig ,Knobelcharacter”, stures Einsetzen in Formeln
selten ausreichend, Mitdenken erforderlich!

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 162

6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume Kombinatorik 6.2

Geburtstagsbeispiel

P(A)
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume All i i W e e e e

Allgemeine diskrete Wahrscheinlichkeitsraume |

Verallgemeinerung von Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraumen:
Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Q endlich (mit || = n) oder abzdhlbar unendlich.

Nach wie vor: Jeder Teilmenge von Q soll eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet
werden kénnen, also F = P(Q).

Damit: Jedem Ergebnis kann Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.

Aber:
Ergebnisse (auch fiir endliches Q) nicht mehr (zwingend)
gleichwahrscheinlich.
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume ine diskrete Wahrs

Beispiel |

o ,,Gliicksrad” mit folgendem Aufbau:
n Segmente, nummeriert von 1 bis n, deren GroBe proportional zur Nummer
ist (und die das Rad vollstandig ausfiillen).
» Q={1,...,n}
» Mit 27:1 i= n(n+1)

5— erhalt man fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion

W 2w
- @ T on(n+1)

p:Q—[0,1]; p(w)

o Beispiel fiir n =5:
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume ine diskrete Wahrsch 6.3

Allgemeine diskrete Wahrscheinlichkeitsraume 11

Definition 6.2 (Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum)

Sei Q # () endlich oder abzahlbar unendlich und F = P(Q). Sei p : Q — [0,1] eine
Abbildung mit p(w) > 0 fiir allew € Q und ) .o p(w) = 1. Dann heiBen das
durch
P:F —R;P(A) = Zp(w)
w€eA
definierte WahrscheinlichkeitsmaB sowie der Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)
diskret, p heiBt auch Wahrscheinlichkeitsfunktion.

o Ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum ist also ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum mit p : Q — [0, 1]; p(w)

el
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6 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume ine diskrete Wahrscheinli itsraume 6.3

Beispiel Il

e Miinze (mit ,Wappen" und ,Zahl") solange werfen, bis zum ersten Mal

wZahl* zu sehen ist:
Mogliche Ergebnisse: {Z, WZ WWZ,WWW?Z,. ..}, im Folgenden reprisentiert
durch Anzahl der Wiirfe (insgesamt).

» Q=N

» Wahrscheinlichkeitsfunktion (bei ,fairer* Miinze)

1 w
p:0- .16 = ()

@ Wabhrscheinlichkeit, hochstens n Wiirfe zu benétigen:

< 5-(1:55)")_1< )

n . n
Hier verwendet: Geometrische Summenformel % q' = q‘%? (firg #1)
i=1

n

;)= pw)

w=1

n

>

w=1

1

P({1,... >
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7 Bedi Wahrscheinlichkeit und Unabhzngigkeit

Inhaltsverzeichnis
(Ausschnitt)

@ Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit
@ Bedingte Wahrscheinlichkeiten
@ Stochastische Unabhangigkeit
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7 Bedingte Wahrscheinli it und Unabhingigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten |l

@ Offensichtlich sind diese Wahrscheinlichkeiten nur dann interessant, wenn das
Ereignis A auch mit positiver Wahrscheinlichkeit eintritt.

@ Riickblick:
In deskriptiver Statistik: Begriff der bedingten relativen Haufigkeiten

h,“ rij

> r(a,-|Y = bj) = FJ = rfj
°J °J

h,“ rij

> I’(bj|X = a,-) = th = rfj

firie{l,...,k}undje{1,... /}.
@ Analog zur Einschrankung der statistischen Masse bei bedingten relativen
Haufigkeiten: Einschrankung von Q auf bedingendes Ereignis A.
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7 Bedi Wabhrscheinlichkeit und Unabhangigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten |

o Oft interessant: Eintrittswahrscheinlichkeit eines Ereignisses B, wenn schon
bekannt ist, dass ein (anderes) Ereignis A, in diesem Zusammenhang auch

Bedingung genannt, eingetreten ist.
@ Beispiele:
> Werfen eines Wiirfels:
Wabhrscheinlichkeit dafiir, eine 2 gewiirfelt zu haben, falls bekannt ist, dass
eine ungerade Zahl gewiifelt wurde ~~ 0
Wahrscheinlichkeit dafiir, eine 3 oder 4 gewiirfelt zu haben, falls bekannt ist,
dass eine Zahl groBer als 3 gewiirfelt wurde ~~ %
» Wabhrscheinlichkeit, aus einer Urne mit 2 schwarzen und 2 weiBen Kugeln bei
Ziehung ohne Zuriicklegen in der zweiten Ziehung eine weiBe Kugel zu ziehen,
wenn bekannt ist, dass in der ersten Ziehung eine schwarze Kugel gezogen
wurde ~~ %
» Wahrscheinlichkeit, dass man beim Poker-Spiel (Texas Hold'em) zum Ende des
Spiels einen Vierling als hochstes Blatt hat, wenn man bereits ein Paar in der

Starthand hilt ~~ 0.8424%
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7 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten [ll

@ Zur Ermittlung der bedingten Wahrscheinlichkeit, eine 3 oder 4 gewiirfelt zu
haben (Ereignis B = {3,4}), falls bekannt ist, dass eine Zahl gréBer als 3
gewiirfelt wurde (Ereignis A = {4,5,6}):

» Berechnung der Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Eintretens der
Bedingung A und des interessierenden Ereignisses B:
P(ANB) = P({3,4} N {4,5,6}) = P({4}) =

» Berechnung der Wahrscheinlichkeit des Eintretens der Bedingung A:
P(A) = P({4,5,6}) = 2

» Analog zum Fall relativer bedingter Haufigkeiten: Berechnung des

P(ANB) _ ¢ _ 1

Verhiltnisses PUA) =3

oo
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7 Bedi Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeiten IV

Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Definition 7.1

Es seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € F mit P(A) > 0.

Dann heiBt
P(BNA)

P(A)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A.

P(BJA) :=

Satz 7.1
Es seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € F mit P(A) > 0. Dann
ist die Abbildung

P(-|A) : F — R; B+— P(B|A)
ein WahrscheinlichkeitsmaB auf F gemaB Definition 5.4, also auch (Q, F, P( - |A))
ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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7 Bedingte Wahrscheinli it und Unabhingigkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeiten VI

Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

@ Mit dieser Konvention fiir Bedingungen mit Eintrittswahrscheinlichkeit 0 lasst
sich durch wiederholtes Einsetzen von Gleichung (1) leicht der
Multiplikationssatz

P(AiN---NA,) = P(A1)-P(A2]A1)-P(A3]A1NAy) .. .- P(AL|ALN- - NA_1)

fir Ay,..., A, € F herleiten.

@ Mit dem Multiplikationssatz kdnnen insbesondere Wahrscheinlichkeiten in
sogenannten Baumdiagrammen (fiir ,mehrstufige" Zufallsexperimente)
ausgewertet werden.

@ In vielen Anwendungen sind haufig vor allem bedingte Wahrscheinlichkeiten
bekannt (bzw. werden als bekannt angenommen).

@ Es ist nicht immer einfach, die Angabe bedingter Wahrscheinlichkeiten auch
als solche zu erkennen!
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7 Bedi Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten V

o Wichtig: Satz 7.1 gilt nur dann, wenn das bedingende Ereignis A
festgehalten wird. Bei der Abbildung P(A|-) : F — R handelt es sich im
Allgemeinen nicht (und bei strenger Auslegung von Definition 7.1 sogar nie)
um ein WahrscheinlichkeitsmaB.

@ Aus Definition 7.1 folgt unmittelbar
P(AN B) = P(A)- P(B|A) (1)

fir A, B € F mit P(A) > 0.

@ Obwohl P(B|A) nur fiir P(A) > 0 definiert ist, bietet es sich aus technischen
Griinden an, Schreibweisen wie in Gleichung (1) auch fiir P(A) =0
zuzulassen. In diesem Fall sollen Produkte, in denen neben (eigentlich) nicht
definierten bedingten Wahrscheinlichkeiten mindestens ein Faktor 0 auftritt,
definitionsgemaB ebenfalls den Wert 0 annehmen.
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7 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten VII

@ Beispiel:
In einer kleinen Druckerei stehen 3 Druckmaschinen unterschiedlicher
Kapazitdt zur Verfiigung:
» Maschine 1, mit der 50% aller Druckjobs gedruckt werden, produziert mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.1% ein fehlerhaftes Ergebnis,
» Maschine 2, mit der 30% aller Druckjobs gedruckt werden, produziert mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.25% ein fehlerhaftes Ergebnis,
» Maschine 3, mit der 20% aller Druckjobs gedruckt werden, produziert mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.5% ein fehlerhaftes Ergebnis.
Sind die interessierenden Ereignisse gegeben durch
» M;: Maschine i wird zur Produktion des Druckjobs eingesetzt (i € {1,2,3}),
» F: Die Produktion des Druckjobs ist fehlerbehaftet,

so sind insgesamt bekannt:

P(Mi) = 0.5 P(M,) =03 P(Ms) = 0.2
P(F|M;) = 0.001 P(F|M,) = 0.0025 P(F|M3) = 0.005
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7 Bedi Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten VIII

@ In der Situation des Druckmaschinen-Beispiels interessiert man sich haufig fiir
die unbedingte Wahrscheinlichkeit, einen fehlerhaften Druckjob zu erhalten,
also fiir P(F).

@ Diese Wahrscheinlichkeit kann mit einer Kombination von Gleichung (1) auf
Folie 174 und der letzten Rechenregel von Folie 148 berechnet werden:

Satz 7.2 (Satz der totalen Wahrscheinlichkeit)

Es seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, ..., A, € F (fiirn € N)
eine Zerlegung von X, es gelte also A; N Aj = 0 fiir i # j und UJ'.':1 A; = Q. Fiir
beliebige Ereignisse B € F gilt dann

P(B) = _P(BIA) - P(A) .
j=1
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7 Bedingte Wahrscheinli it und Unabhingigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten X

o Wird dabei die unbedingte Wahrscheinlichkeit P(B) mit dem Satz der totalen
Wahrscheinlichkeit (Satz 7.2) berechnet, so erhilt man:

Satz 7.3 (Formel von Bayes)

Es seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, ..., A, € F (fiir n € N)
eine Zerlegung von <, es gelte also A; N Aj = ( fiir i # j und UJ'-’=1 Aj = Q. Sei
B € F ein weiteres Ereignis mit P(B) > 0. Dann gilt:

P(B|Ak) - P(Ax)

PUAIB) = s Dty pay: <€ o)

@ Anwendung der Formel von Bayes im Druckmaschinen-Beispiel:

Frage: Wenn eine Fehlproduktion aufgetreten ist, mit welchen
Wabhrscheinlichkeiten sind dann die verschiedenen Druckmaschinen fiir den
Fehldruck ,verantwortlich*?
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7 Bedi Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten IX

@ Im Druckmaschinen-Beispiel erhilt man so:

P(F) = P(FIM)- P(My) + P(F|M,) - P(M2) + P(F|Ms) - P(M3)
= 0.001-0.5+0.0025- 0.3+ 0.005 - 0.2
= 0.00225 = 0.225%

@ Die Wahrscheinlichkeit von AN B kann mit Hilfe bedingter
Wahrscheinlichkeiten in zwei Varianten berechnet werden:

P(B|A) - P(A) = P(ANB) = P(A|B) - P(B)

@ Dies kann (bei Kenntnis der restlichen beteiligten Wahrscheinlichkeiten!) dazu
benutzt werden, Bedingung und interessierendes Ereignis umzudrehen. Ist
z.B. P(B|A) (sowie P(A) und P(B)) gegeben, so erhilt man P(A|B) durch

P(BJA) - P(A)

PIAIB) = == 55
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7 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten XI

o Es interessiert nun also P(M;|F) fur i € {1,2,3}.
@ Mit Formel von Bayes (ohne Verwendung des Zwischenergebnisses P(F)):

P(F|My) - P(My)

P(M|F)
Yoiy P(FIM;) - P(M))
B 0.001-0.5 2
~ 0.001-0.5+0.0025-0.3+0.005-0.2 9
iy P(FIM;) - P(M))
B 0.0025 - 0.3 3
~0.001-0.5+0.0025-0.340.005-0.2 9
P(F|Ms) - P(M
P(/\//3‘F) — ( ‘ 3) ( 3)

3 P(FIM;) - P(M))
0.005 - 0.2 _ 4
0.001-0.5+0.0025-0.34+0.005-02 9
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7 Bedi Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Beispiel: Fehler bei bedingten Wahrscheinlichkeiten |

(aus Walter Krdmer: Denkste!, Piper, Miinchen, 2000)

e Haufig (auch in den Medien!) ist der Fehler zu beobachten, dass das
bedingende und das eigentlich interessierende Ereignis vertauscht werden.

o Beispiel (Schlagzeile in einer Ausgabe der ADAC-Motorwelt):

Der Tod fihrt mit!
Vier von zehn tédlich verungliickten Autofahrern trugen keinen
Sicherheitsgurt!

@ Bezeichnet S das Ereignis ,Sicherheitsgurt angelegt” und T das Ereignis
,Todlicher Unfall“, so ist hier die Wahrscheinlichkeit P(S|T) = 0.4, also die
Wahrscheinlichkeit, keinen Sicherheitsgurt angelegt zu haben, falls man bei
einen Unfall todlich verungliickt ist, mit 40% angegeben.

@ Was soll die Schlagzeile vermitteln?

» Unwahrscheinlich: Anschnallen ist gefahrlich, da 6 von 10 verungliickten
Autofahren einen Sicherheitsgurt trugen.
» Wohl eher: Anschnallen ist niitzlich!

@ Aber: Zitierte Wahrscheinlichkeit ist absolut ungeeignet, um Nutzen des

Anschnallens zu untermauern!
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7 Bedingte Wahrscheinli it und Unabhingigkeit Stochastische Unabhéngigkeit 7.2

Stochastische Unabhangigkeit

@ Analog zur Unabhéangigkeit von Merkmalen in deskriptiver Statistik:

Definition 7.2 (Stochastische Unabhangigkeit)

Es seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € F. A und B heiBen
stochastisch unabhangig beziiglich P, wenn gilt:

P(AN B) = P(A)- P(B)

@ Ebenfalls analog zur deskriptiven Statistik sind Ereignisse genau dann
unabhangig, wenn sich ihre unbedingten Wahrscheinlichkeiten nicht von den
bedingten Wahrscheinlichkeiten — sofern sie definiert sind — unterscheiden:

Satz 7.4

Es seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € F. Dann gilt

falls P(A) > 0:
A und B sind stochastisch unabhingig bzgl. P < P(B|A) = P(B)

falls P(B) > 0:
A und B sind stochastisch unabhingig bzgl. P < P(A|B) = P(A)
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7 Bedi Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten 7.1

Beispiel: Fehler bei bedingten Wahrscheinlichkeiten [l

(aus Walter Krdmer: Denkste!, Piper, Miinchen, 2000)

@ Stattdessen interessant: P(T|S) vs. P(T|S)
(Wie stehen Wahrscheinlichkeiten, bei nicht angelegtem bzw. angelegtem

Sicherheitsgurt tédlich zu verungliicken, zueinander?)
@ Aus P(S|T) kann Verhiltnis PETE; nur berechnet werden, falls die
Wabhrscheinlichkeit bekannt ist, mit der ein Autofahrer angeschnallt ist:

P(TNS) P(S|T)-P(T)

PIS = “hs T R
p(r/s) — PUNS) _PEIT)-P(T)
P(S) P(S)
_P(TIS) _ P(SIT)-P(S)
P(TIS) ~ P(S)-P(SIT)

e Fiir P(S) =0.9: gmg; = 6, also Risiko ohne Gurt 6 mal hoher als mit Gurt.
e Fiir P(S)=0.2: ﬁg:gg = £, also Risiko ohne Gurt 6 mal niedriger als mit
Gurt
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7 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit Stochastische Unabhéngigkeit 7.2

@ Der Begriff ,,Stochastische Unabhangigkeit” ist auch fiir Familien mit mehr als
zwei Ereignissen von Bedeutung:
Definition 7.3

Es seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A;)ic; eine Familie von
Ereignissen aus F. Die Familie heiBt stochastisch unabhangig, wenn fiir jede
endliche Teilmenge K C | gilt:

P(()A) =] P(A

ieEK iekK

@ Besteht die Familie (A;);c; in Definition 7.3 nur aus den drei Ereignissen Ay,
Ay, As, so ist die Familie also stochastisch unabhangig, falls
Q P(A1 n A2) = P(A1) . P(AQ)
Q P(Al N A3) = P(Al) . P(A3)
Q P(A>2N As3) = P(A2) - P(A3)
Q P(A1 NAN A3) = P(Al) . P(Az) . P(Ag)

gilt.
Insbesondere geniigt nicht die paarweise stochastische Unabhangigkeit der
Ereignisse A1, Az, Asl
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8 Messbarkeit und Bildwahrscheinlichkeit

Inhaltsverzeichnis
(Ausschnitt)

© Messbarkeit und Bildwahrscheinlichkeit
@ Messbare Abbildungen
@ Bildwahrscheinlichkeit
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8 Messbarkeit und Bildwahrscheinlichkeit Messbare Abbildungen 8.1

Messbare Abbildungen I

@ Bestimmung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A" C Q' wie folgt:
> Feststellen, welche Elemente w € Q unter der Abbildung X auf Elemente
w’ € A" abgebildet werden.
» Wahrscheinlichkeit von A’ ergibt sich dann als Wahrscheinlichkeit der
erhaltenen Teilmenge {w € Q| X(w) € A’} von Q, also als
P({w e Q| X(w) € A'}).
Definition 8.1 (Urbild)
Es seien X : Q — Q' eine Abbildung, A' C Q'. Dann heiBt

XHA) = {w e Q| X(w) € A}

das Urbild von A’ bzgl. X.
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8 Messbarkeit und Bildwahrscheinlichkeit Messbare Abbildungen 8.1

Messbare Abbildungen |

@ Haufig von Interesse:
Nicht der Ausgang eines Zufallsexperiments selbst, sondern eine Funktion
dieses Ausgangs, d.h. eine Abbildung X : Q — Q' vom Ergebnisraum Q in
eine andere Menge Q'.
@ Beispiele:
» Augensumme beim gleichzeitigen Werfen von zwei Wiirfeln
> Anzahl ,Wappen" bei mehrmaligem Miinzwurf
> Resultierender Gewinn zu gegebener Tippreihe beim Lottospiel
>

Anzahl der weiBen Kugeln bei wiederholter Ziehung von Kugeln aus Urne mit
schwarzen und weiBen Kugeln (mit oder ohne Zuriicklegen)

@ Wahrscheinlichkeitsbegriff des urspriinglichen Zufallsexperiments (2, F, P)
soll in die Wertemenge/Bildmenge Q' der Abbildung X ,transportiert”

werden.
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8 Messbarkeit und Bildwahrscheinlichkeit Messbare Abbildungen 8.1

Messbare Abbildungen Il

@ Zur Funktionsfahigkeit des ,Wahrscheinlichkeitstransports” notig:
Geeignetes Mengensystem (~ o-Algebra) F’ iiber €', welches , kompatibel”
zur o-Algebra F iiber Q und zur Abbildung X ist.

o , Kompatibilitdtsanforderung” ergibt sich nach Konstruktion:
Damit P({w € Q| X(w) € A'}) = P(X71(A")) fiir A’ € F’ definiert ist, muss
X7YA') € F gelten fiir alle A’ € F'.

@ Beschriebene Eigenschaft der Kombination F, 7’ und X heiBt Messbarkeit:

Definition 8.2 (Messbarkeit, messbare Abbildung)

Es seien (2, F) und (', F') zwei Messrdume. Eine Abbildung X : Q — Q' heiBt
F — F'—messbar, wenn gilt:

X"YA) € F fiir alle A € F' .
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8 Messbarkeit und Bildwahrscheinlichkeit Bildwahrscheinlichkeit 8.2 8 Messbarkeit und Bildwahrscheinlichkeit Bildwahrscheinlichkeit 8.2

Bildwahrscheinlichkeit Einbettung der deskriptiven Statistik in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Definition 8.3 (Bildwahrscheinlichkeit) e Ist Q die (endliche) Menge von Merkmalstrégern einer deskriptiven
) ) o i i statistischen Untersuchung, F = P() und P die Laplace-Wahrscheinlichkeit
Es seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X', F') ein Messraum, X eine
F — F'—messbare Abbildung. Dann heiBt das durch P PQ) R B % 7
Px : F' = R; Px(A') := P(X"1(A)

so kann jedes Merkmal X mit Merkmalsraum A = {ay,...,an} als

definierte WahrscheinlichkeitsmalB Px Bildwahrscheinlichkeit von P beziiglich X. P(Q) — P(A)—messbare Abbildung X : Q — A verstanden werden.

0 o . ; . e
(0I5 Pie]) 5t alemic ebenipilis eun Vhvadbeilahieiizam ) o (A, P(A), Px) ist dann ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit

Wahrscheinlichkeitsfunktion p(a;) = r(a;) bzw. — dquivalent —
Px({aj}) = r(a)) fur j € {1,..., m}.

@ Durch (A, P(A), Px) wird damit die Erhebung des Merkmalswerts eines rein
zufillig (gleichwahrscheinlich) ausgewihlten Merkmalstragers modelliert.

e Gilt F = P(Q), so ist offensichtlich jede Abbildung X : Q — &'
F — F'—messbar fiir beliebige o-Algebren F’ iiber '.
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen 9 Eindimensionale Zufallsvariablen Borelsche o-Algebra 9.1
Inhaltsverzeichnis Borelsche o-Algebra |

(Ausschnitt)

© Eindimensionale Zufallsvariablen
@ Borelsche sigma-Algebra
@ Wahrscheinlichkeitsverteilungen
@ Verteilungsfunktionen o Alternative o-Algebra iiber R: ,Borelsche" o-Algebra B
o Diskrete Zufallsvariablen
@ Stetige Zufallsvariablen
o (Lineare) Abbildungen von Zufallsvariablen (a, b) (a, b] [a, b) [a, b]
@ Momente von Zufallsvariablen
@ Quantile von Zufallsvariablen
@ Spezielle diskrete Verteilungen
@ Spezielle stetige Verteilungen
@ Verwendung spezieller Verteilungen

Haufiger Wertebereich von Abbildungen aus Wahrscheinlichkeitsraumen: R

P(R) als o-Algebra (aus technischen Griinden) aber ungeeignet!

@ 3 ist die kleinste o-Algebra iiber R, die alle Intervalle

(=00, a) (=00, a] (a,00) [a, )

fir a,b € R (mit a < b) enthilt.
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Borelsche o-Algebra 9.1

Borelsche o-Algebra |l

@ Aufgrund der Eigenschaften von o-Algebren sind auch alle
» Einpunktmengen {x} fiir x € R,
> endliche Mengen {x1,...,xm} CR,
» abz&hlbar unendliche Mengen sowie endliche und abzihlbare Schnitte und
Vereinigungen von Intervallen
in B enthalten.

@ Abbildungen X : Q — R aus einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) heiBen
(eindimensionale) Zufallsvariablen, wenn sie 7 — B—messbar sind:
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeitsverteilungen 9.2

Eindimensionale Zufallsvariablen und deren Verteilung Il

@ Px(B) gibt nach Definition 8.3 fiir B € B die Wahrscheinlichkeit an, als
Ausgang des zugrundeliegenden Zufallsexperiments ein w € Q zu erhalten,
das zu einer Realisation X(w) € B fiihrt.

@ Demzufolge sind folgende Kurzschreibweisen gelaufig:
» P{X € B} := P({X € B}) := Px(B) fiir alle B € B,
» P{X =x}:= P({X = x}) := Px({x}) fur alle x € R,
» P{X < x} := P({X < x}) := Px((—o0, x)) fiir alle x € R,
analog fiir P{X < x}, P{X > x} und P{X > x}.

@ In vielen Anwendungen interessiert man sich nur noch fiir die
Bildwahrscheinlichkeit Px der Zufallsvariablen X bzw. den (resultierenden)
Wahrscheinlichkeitsraum (R, B, Px). Haufig wird X dann nur noch durch die
Angabe von Px festgelegt und auf die Definition des zugrundeliegenden
Wahrscheinlichkeitsraums (Q2, F, P) verzichtet.

@ Verteilungen Px von Zufallsvariablen als Abbildungen von B nach R
allerdings schlecht handhabbar.
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeitsverteilungen 9.2

Eindimensionale Zufallsvariablen und deren Verteilung |

Definition 9.1 (Zufallsvariable, Verteilung, Realisation)

Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q — R eine F — B—messbare
Abbildung. Dann heiBen X (eindimensionale) Zufallsvariable iber (Q2, F, P)
und die gemaB Definition 8.3 gebildete Bildwahrscheinlichkeit

Px : B—R; B P(X"(B))

Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kiirzer Verteilung von X. (R, B, Px) ist

damit ebenfalls ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Liegt nach Durchfiihrung des Zufallsexperiments (2, F, P) das Ergebnis w € Q
vor, so heiBt der zugehdrige Wert x = X(w) die Realisierung oder Realisation
von X.
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Verteilungsfunktionen 9.3

Verteilungsfunktionen

e Man kann zeigen, dass WahrscheinlichkeitsmaBe Px auf B bereits (z.B.)
durch die Angabe aller Wahrscheinlichkeiten der Form
Px((—o0,x]) = P({X < x}) fiir x € R eindeutig bestimmt sind!

@ Daher iiberwiegend ,|dentifikation” der Verteilung Px mit Hilfe einer
Abbildung R — R mit x — Px((—o0, x]) fiir x € R:
Definition 9.2 (Verteilungsfunktion)
Es seien X eine Zufallsvariable iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) und
Px die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X. Dann heiBt die Abbildung

Fx :R = R; Fx(x) := Px((—o0,x]) = P{X < x})

Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X.
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Verteilungsfunktionen 9.3

Eigenschaften von Verteilungsfunktionen |

o Die Verteilungsfunktion Fx einer (eindimensionalen) Zufallsvariablen X hat
folgende Eigenschaften:

@ Fx ist monoton wachsend, d.h. fiir x, y € R gilt:
x<y = Fx(x) < Fx(y)
@ Fx ist rechtsseitig stetig, d.h. fiir alle x € R gilt:
lim Fx(x + h) = Fx(x)
h—0
h>0

Q Ilim Fx(x) =: Fx(o0) =1
X—> 00
o lim Fx(X) = Fx(—OO) =0
X— — 00
@ Als abkiirzende Schreibweise fiir die linksseitigen Grenzwerte verwendet man

Fx(x —0) := lim Fx(x — h) fir alle x € R.
3
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen 9.4

Diskrete Zufallsvariablen

o Einfacher, aber geldufiger Spezialfall fiir Zufallsvariable X iiber
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P): Wertebereich

X(Q) = {x € R|x = X(w) fiir (mindestens) ein w € Q}

ist endlich oder abzihlbar unendlich (bzw. etwas allgemeiner: es gibt eine
endliche oder abzéhlbar unendliche Menge B mit P({X € B}) = 1).
@ Analog zu Definition 6.2 heiBen solche Zufallsvariablen ,diskret".

Definition 9.3 (Diskrete ZV, Wahrscheinlichkeitsfunktion, Trager)

Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine Zufallsvariable iiber
(Q,F, P) und B C R endlich oder abzihlbar unendlich mit P({X € B}) = 1.
Dann nennt man

X eine diskrete Zufallsvariable,
px : R — [0,1]; px(x) := Px({x}) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X,

T(X) :={x € R| px(x) > 0} den Trager von X sowie alle Elemente x € T(X)
Tragerpunkte von X und deren zugehérige Wahrscheinlichkeitsfunktionswerte
px(x) Punktwahrscheinlichkeiten.

v
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Verteilungsfunktionen 9.3

Eigenschaften von Verteilungsfunktionen Il

@ Analog zur empirischen Verteilungsfunktion (deskriptive Statistik, Folie 46)
kénnen Intervallwahrscheinlichkeiten leicht mit der Verteilungsfunktion Fx
einer Zufallsvariablen X berechnet werden.

o Fiir a,b € R mit a < b gilt:

> Px((—o0,b]) = P({X < b}) = Fx(b)

> Px((—o00,b)) = P({X < b}) = Fx(b—0)

> Px([a O0)) P{X > a}) =1-Fx(a—0)

> Px((a,0)) = P({X > a}) = 1 — Fx(a)

> Px([a,b]) = P({a < X < b}) = Fx(b) — Fx(a — 0)

> Px((a, b]) = P({a < X < b}) = Fx(b) — Fx(a)

> Px([a, b)) = P({a < X < b}) = Fx(b—0) — Fx(a—0)
> Px((a, b)) = P({a < X < b}) = Fx(b—0) — Fx(a)

@ Insbesondere gilt fiir x € R auch:

Px({x}) = P({X = x}) = Fx(x) = Fx(x = 0)
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen 9.4

Anzahl ,Wappen" bei dreimaligem Miinzwurf

o Zufallsexperiment: Dreimaliger Miinzwurf mit fairer Miinze
(,Wappen" oder ,Zahl")

> Q= {WWW, WWZ, WZW, WZZ, ZWW, ZWZ, ZZW , ZZZ}
> F=P(Q)

» P: F—>R;P(A) = Al

o]

o Zufallsvariable X : Q2 — R: Anzahl der auftretenden Wappen, also
X(WWW) =3, X(WWzZ)=2, X(WzZW)=2, X(Wzz)=1
X(ZwwW)=2, X(ZWzZ)=1, X(ZzZW)=1, X(ZZZ)=0o.

e Fiir X(Q) = {0,1,2,3} gilt offensichtlich P(X(2)) =1, also X diskret.

o Konkreter ist T(X) = {0,1,2,3} und die Punktwahrscheinlichkeiten sind

1 3 3 1
- PX(2)2§7
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen 9.4

Diskrete Zufallsvariablen (Forts.) |

@ T(X) ist endlich oder abzihlbar unendlich, die Elemente von T(X) werden
daher im Folgenden haufig mit x; bezeichnet (fiir i € {1,...,n} bzw. i € N),
Summationen iiber Tragerpunkte mit dem Symbol in'

@ Ist px : R — R die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten
Zufallsvariablen X, so gilt Px(A) = >_, can7(x) Px(xi) fiir alle A € B.

o Spezieller gilt fiir die Verteilungsfunktion Fx einer diskreten Zufallsvariablen

Fx(x) = Z px(xi) fur alle x € R.
X,'ET(X)

xi <x

Verteilungsfunktionen diskreter Zufallsvariablen sind damit (vergleichbar mit
empirischen Verteilungsfunktionen) Treppenfunktionen mit Sprunghéhen
px(x;) an den Sprungstellen (=Trigerpunkten) x; € T(X).
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Diskrete Zufallsvariablen (Forts.) Il

o Grafische Darstellung im Miinzwurf-Beispiel:

Punktwahrscheinlichkeiten Verteilungsfunktion
< o
s S pR—
@ —
o | <]
o
© |
—~ — O
N = —_—
x o 3
[=N w < |
o
-
S 7 ~
o
o | |
° N T T T T T ° 45 T T T T T
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
X X
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Diskrete Zufallsvariablen (Forts.) II

o Im Miinzwurf-Beispiel:
fir x<0

fir 0<x<1
fir 1<x<?2
fir 2<x<3
fir x>3

Fx(X) =

= N NR o= O

@ Ist der Trager T(X) endlich und die Anzahl der Elemente in T(X) klein, so
werden die Punktwahrscheinlichkeiten haufig in Tabellenform angegeben.

o Im Miinzwurf-Beispiel:

Xi

px (xi)

ol | O
W | =
wlw [ N
ool | W
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Stetige Zufallsvariablen |

@ Weiterer wichtiger Spezialfall: stetige Zufallsvariablen

@ Wertebereich stetiger Zufallsvariablen ist immer ein Kontinuum: es gibt keine
endliche oder abzihlbar unendliche Menge B C R mit Px(B) =1,
stattdessen gilt sogar Px(B) = 0 fiir alle endlichen oder abzihlbar
unendlichen Teilmengen B C R.

o Verteilungsfunktionen stetiger Zufallsvariablen sind nicht (wie bei diskreten
Zufallsvariablen) als Summe von Wahrscheinlichkeitsfunktionswerten
darstellbar, sondern als Integral {iber eine sogenannte Dichtefunktion:
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Stetige Zufallsvariablen Il

Definition 9.4 (Stetige Zufallsvariable, Dichtefunktion)

Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable iiber
(Q, F, P). Gibt es eine nichtnegative Abbildung fx : R — R mit

Fx(x) = / fx(t)dt fiir alle x € R, (2)

so heift die Zufallsvariable X stetig. Jede nichtnegative Abbildung fx mit der
Eigenschaft (2) heiBt Dichtefunktion von X.
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Stetige Zufallsvariablen IV

o Dichtefunktion fx zu einer Verteilungsfunktion Fx ist nicht eindeutig
bestimmt; Abanderungen von fx an endlich oder abzahlbar unendlich vielen
Stellen sind beliebig moglich!

@ Aber: Ist fx : R — R nichtnegative uneigentlich integrierbare Abbildung mit
fj;f fx(x)dx =1, so gibt es genau eine Verteilungsfunktion Fx : R — R, zu
der fx Dichtefunktion ist.

@ Neben diskreten und stetigen Zufallsvariablen sind auch Mischformen (mit
einem diskreten und stetigen Anteil) mdglich, auf die hier aber nicht néher
eingegangen wird!
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Stetige Zufallsvariablen Il

@ Aus Definition 9.4 lassen sich weitere Eigenschaften von stetigen
Zufallsvariablen bzw. Dichtefunktionen ableiten, zum Beispiel:

Px({x}) = 0 fiir alle x € R.

Fx(x —0) = Fx(x) fiir alle x € R, Fx ist also stetig auf R.

P{a< X <bt)=P({a<X<b})=P({a< X <b})=P({a<X<b})

= Fx(b) — Fx(a) = [ fx(t)dt fiir alle a,b € R mit a < b.

(Mindestens) in allen Stetigkeitsstellen x € R von fx ist Fx differenzierbar und

es gilt Fx(x) = fx(x).

@ Wabhrscheinlichkeit von Intervallen stimmt mit Flache zwischen Intervall und
Dichtefunktion (analog zu Histogrammen bei deskriptiver Statistik mit
klassierten Daten) iiberein.

v

v

v

v
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o Beispiel: Die Abbildung

6(x —x?) fir0<x<1

fx :R = R, fx(x) = { 0 const

ist nichtnegativ und uneigentlich integrierbar mit fj;j fx(x)dx =1, also eine
Dichtefunktion.
@ Die Verteilungsfunktion Fx zu fx erhalt man als

N 0 fiir x <0
Fx :R—=R; FX(X):/ fx(t)dt = 3x>—2x® fir0<x<1
— 00 ..
1 fir x > 1
Dichtefunktion Verteilungsfunktion
v -
—
«©
=) o
—~ =] — i
X \1(/
~ <
e g | w g. -
o | o |
© T T T T S T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 15 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
X X
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen

(Lineare) Abbildungen von Zufallsvariablen |

@ Genauso, wie man mit Hilfe einer 7 — B—messbaren Abbildung X : Q@ — R
als Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) einen neuen
Wahrscheinlichkeitsraum (R, B, Px) erhilt, kann aus diesem mit einer
»nachgeschalteten" B — B—messbaren Abbildung G : R — R ein weiterer
Wabhrscheinlichkeitsraum gewonnen werden!

@ Mehrere , Auffassungen” moglich:

@ G als Zufallsvariable iiber (R, B, Px) durch

(Px)¢(B) = Px(G~*(B)) fiir alle B € B.
@ G(X) := G o X als Zufallsvariable iiber (2, F, P) durch
Psx)(B) = P((G o X)"*(B)) = P(X" (G (B))) fiir alle B € B.

@ Man erkennt leicht, dass beide Auffassungen miteinander vereinbar sind (es
gilt (Px)¢ = Pg(x)), daher Schreibweise G(X) auch geldufig, wenn (Q, F, P)
nicht im Vordergrund steht.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 209

9 Eindimensionale Zufallsvariablen

Satz 9.1

Es seien X eine (eindimensionale) Zufallsvariable, a,b € R mit a # 0 und
G : R — R die Abbildung mit G(x) = ax + b fiir alle x € R. Dann ist
Y := G(X) = aX + b ebenfalls eine Zufallsvariable und es gilt

Fx (52 fiir a > 0
Fy(y) = A ib) e fiir alle y € R.
1-Fx(X=2-0) fira<o

a

o Ist X diskret und px die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X, so ist auch Y
diskret und die Wahrscheinlichkeitsfunktion py von Y gegeben durch:

—b
py : R = R; py(y) = px ()/(9)

o Ist X stetig und fx eine Dichtefunktion von X, so ist auch Y stetig und

1 —b
fy:R—)R;fy(y)i—M'fX(ya )

eine Dichtefunktion zu Y .
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen (Lineare) Abbildungen von Zufallsvariablen 9.6

(Lineare) Abbildungen von Zufallsvariablen Il

@ Im Folgenden: Betrachtung besonders einfacher (linearer) Abbildungen G,
also Abbildungen der Form G(x) = a-x+ b fir a,b € R mit a # 0.

@ Man kann zeigen, dass G (als stetige Funktion) stets B — B—messbar ist.

o Problemstellung: Wie kann die Verteilung von Y := G(X) (mdglichst
leicht!) aus der Verteilung von X gewonnen werden?
o Idee: Abbildung G ist insbesondere bijektiv, es existiert also die
—b
Umkehrfunktion G !(y) = Y=o
a
o Fiir diskrete Zufallsvariablen X mit Tragerpunkten x; und zugehdriger
Wabhrscheinlichkeitsfunktion px ist offensichtlich auch Y diskret mit
» Tragerpunkten y; = a- x; + b und
» Wahrscheinlichkeitsfunktion py(y) = Py({y}) = Px({*32}) = px(¥52) .

(Es gilt also p; = px(x;) = py(a- xi + b) = py(yi))
o Ahnlich lassen sich zu Y = G(X) auch Dichtefunktionen fy (bei stetigen

Zufallsvariablen X) aus fx sowie (allgemein) Verteilungsfunktionen Fy aus
Fx bestimmen:
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Erwartungswert von Zufallsvariablen |

@ Analog zur Lage- und StreuungsmaBen in deskriptiver Statistik:
Oft Verdichtung der Information aus Verteilungen von Zufallsvariablen auf
eine oder wenige Kennzahlen erforderlich.

@ Kennzahl fiir Lage der Verteilung: Erwartungswert

@ Zur allgemeinen Definition ,zuviel* MaB- und Integrationstheorie erforderlich,
daher Beschrankung auf diskrete und stetige Zufallsvariablen (separat).

@ In deskriptiver Statistik: Arithmetischer Mittelwert eines Merkmals als (mit
den relativen Hiufigkeiten) gewichtetes Mittel der aufgetretenen
Merkmalswerte.

o Bei diskreten Zufallsvariablen analog: Erwartungswert als (mit den
Punktwahrscheinlichkeiten) gewichtetes Mittel der Tragerpunkte.
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Erwartungswert von Zufallsvariablen [l

Definition 9.5 (Erwartungswerte diskreter Zufallsvariablen)

Es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Tragerpunkten x; und
Wahrscheinlichkeitsfunktion px. Gilt

Z x| - px(x;) < oo,

so heiBt
ux = EX :=E(X) := Zx,- - px(x)
der Erwartungswert (Mittelwert) der Zufallsvariablen X.
Gilt (3) nicht, so sagt man, der Erwartungswert von X existiere nicht.
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Erwartungswert von Zufallsvariablen 1V

Definition 9.6 (Erwartungswerte stetiger Zufallsvariablen)
Es sei X eine stetige Zufallsvariable und fx eine Dichtefunktion von X. Gilt

+oo
/ x| - fx(x)dx < oo,

— 00

so heift ies

pux = EX = E(X) ::/ x - fx(x)dx

— 00
der Erwartungswert (Mittelwert) der Zufallsvariablen X.
Gilt (4) nicht, so sagt man, der Erwartungswert von X existiere nicht.
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Erwartungswert von Zufallsvariablen Il

@ Anders als in deskriptiver Statistik: Erwartungswert einer Zufallsvariablen
existiert moglicherweise nicht!

o Existenzbedingungen sind zwar (auch in anderen Definitionen) angefiihrt, bei
den hier betrachteten Zufallsvariablen sind diese aber stets erfiillt.

o Ist der Trager T(X) einer diskreten Zufallsvariablen X endlich, so existiert
E(X) stets (Summe endlich).

o Gilt spezieller T(X) = {a} fiir ein a € R, d.h. gilt px(a) =1 und px(x) =0
fiir alle x € R mit x # a, dann nennt man die Verteilung von X eine
Einpunktverteilung und es gilt offensichtlich E(X) = a.

o Fiir stetige Zufallsvariablen ist die Summation durch ein Integral, die

Wabhrscheinlichkeitsfunktion durch eine Dichtefunktion und die Tragerpunkte
durch die Integrationsvariable zu ersetzen:
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Definition 9.7 (Symmetrische Zufallsvariablen)

Eine Zufallsvariable X iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) heiBt
symmetrisch um a € R, falls die Verteilungen von X — a und a — X
libereinstimmen.

@ Alternative (3quivalente) Bedingungen
» fiir beliebige Zufallsvariablen X:

Px({X <a+x})=Px({X>a—x}) bzw. Fx(a+x)=1-Fx(a—x—0)
fir alle x € R.
> fiir diskrete Zufallsvariablen X:
Fiir alle x; € T(X) gilt 2a — x; € T(X) und spezieller px(x;) = px(2a — x;).
> fiir stetige Zufallsvariablen X:
Es existiert eine Dichte fx von X mit

fx(a+x)=fx(a—x) bzw. fx(x)=fx(2a—x)
fiir alle x € R.

o Existiert der Erwartungswert E(X) von X und ist X symmetrisch um a € R,
dann gilt stets a = E(X).
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Erwartungswert von G(X)

@ Zur Einfiihrung weiterer Kennzahlen fiir Verteilung einer Zufallsvariablen X
nétig: Erwartungswerte von Transformationen G(X) fiir verschiedene (nicht
nur lineare) B — B—messbare Abbildungen G : R — R.

Definition 9.8
Es seien X eine Zufallsvariable und G : R — R eine B — B—messbare Abbildung.

o Ist X diskrete Zufallsvariable, x; die Tragerpunkte sowie px die
Wahrscheinlichkeitsfunktion von X und gilt 3 |G(x;)| - px(xi) < oo, dann
existiert der Erwartungswert E(G(X)) und es gilt

E(G(X)) =Y G(x) - px(x).

o Ist X stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion fx und gilt
fjooj |G(x)| - fx(x)dx < oo, dann existiert der Erwartungswert E(G(X)) und

es gilt

+oo
E(G(X)) = / G(x) - f(x)dx.

— 00
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianz |

Satz 9.2
Es seien X eine (eindimensionale) Zufallsvariable, a, b € R.
e Existiert E(X), so existiert auch der Erwartungswert von aX + b und es gilt:

E(aX + b) = aE(X)+ b
o Existiert Var(X), so existiert auch die Varianz von aX + b und es gilt:

Var(aX + b) = a* Var(X)

Fiir die Standardabweichung gilt dann Sd(aX + b) = |a| Sd(X).
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Hohere Momente von Zufallsvariablen

Definition 9.9 (k-te Momente, Varianz, Standardabweichung)

Es seien X eine (eindimensionale) Zufallsvariable, k € N.

e Man bezeichnet den Erwartungswert E(X*) (falls er existiert) als das
Moment k-ter Ordnung (um Null) von X.

o Existiert E(X), so bezeichnet man den Erwartungswert E[(X — E(X))¥] (falls
er existiert) als das zentrale Moment k-ter Ordnung von X.

o Das zweite zentrale Moment heiBBt auch Varianz von X, und man schreibt
0% = Var(X) := E[(X — E(X))?] = E[(X — ux)?].

o Die positive Wurzel der Varianz von X heiBt auch Standardabweichung von
X, und man schreibt ox := Sd(X) := ++/0%.
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianz Il

Satz 9.3 (Varianzzerlegungssatz)

Es sei X eine (eindimensionale) Zufallsvariable. Dann existiert die Varianz Var(X)
genau dann, wenn E(X?) (und E(X)) existiert, und in diesem Fall gilt:

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

o Die Eigenschaft aus Satz 9.2, den , Erwartungswertoperator” E( - ) mit
linearen Abbildungen vertauschen zu diirfen, lasst sich zum Beispiel wie folgt
verallgemeinern:

Es seien X eine (eindimensionale) Zufallsvariable, a, b € R sowie G : R —
R und H: R — R zwei B — B—messbare Abbildungen.
Existieren E(G(X)) und E(H(X)), dann gilt:

E(aG(X) + bH(X)) = aE(G(X)) + bE(H(X))
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianz Il

e Mit Satz 9.2 folgt direkt:
Ist X eine Zufallsvariable mit existierendem Erwartungswert E(X) und
existierender Varianz Var(X), so erhdlt man mit

CX—E(X)  X—E(X) X —ux
o Var(X) ~Sd(X)  ox

eine neue Zufallsvariable mit E(Y) = 0 und Var(Y) = Sd(Y) = 1.
Man nennt Y dann eine standardisierte Zufallsvariable.
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Schiefe und Wélbung von Zufallsvariablen I

@ Ist X symmetrisch, so ist die Schiefe von X (falls sie existiert) gleich Null.
Die Umkehrung der Aussage gilt nicht.

o Existieren Schiefe bzw. Kurtosis einer Zufallsvariablen X, so existieren auch
die Schiefe bzw. Kurtosis von Y := aX + b fiir a, b € R mit a # 0 und es gilt:

> yx = 7y sowie Kx = Ky, falls a > 0,
> yx = —7y sowie kx = Ky, falls a < 0.
@ In Abhangigkeit von vx heiBt die Verteilung von X

> linkssteil oder rechtsschief, falls vx > 0 gilt und
> rechtssteil oder linksschief, falls vx < 0 gilt.
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Schiefe und Wélbung von Zufallsvariablen |

Definition 9.10 (Schiefe (Skewness), Wolbung (Kurtosis))

Sei X eine (eindimensionale) Zufallsvariable mit existierender Varianz c% > 0.

@ Existiert das zentrale Moment 3. Ordnung, so nennt man

X — px ’
ox
die Schiefe (Skewness) von X.

@ Existiert das zentrale Moment 4. Ordnung, so nennt man

X — px ¢
ox
die W&lbung (Kurtosis) von X.
Die um 3 verminderte Kurtosis kx — 3 wird auch Exzess-Kurtosis genannt.

. 3
e im) o= B ECOR]

kx = K(X) = E[(X_(T;E(X))] =E
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Schiefe und Wolbung von Zufallsvariablen [l1

@ In Abhangigkeit von kx heiBt die Verteilung von X
> platykurtisch oder flachgipflig, falls kx < 3 gilt,
» mesokurtisch oder normalgipflig, falls kx = 3 gilt und
> leptokurtisch oder steilgipflig, falls kx > 3 gilt.
@ vx und kx kdnnen (auch wenn sie existieren) nicht beliebige Werte
annehmen. Es gilt stets kx > 1 und 7% < rx — 1.

@ Man kann (zur einfacheren Berechnung von vx und kx) leicht zeigen:

> E[(X — E(X))’] = E(X®) = 3E(X?) E(X) + 2[E(X)]°
= E(X®) — 3uxok — pik

> E[(X — E(X))*] = E(X*) — 4E(X®) E(X) + 6 E(X*)[E(X)]* — 3[E(X)]*
= E(X*) — 4E(X®)ux + 6pxox + 3ux
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Beispiel
6(x —x?) firo<x<1

zu stetiger Zufallsvariable X aus Folie 208 mit Dichte fx(x) = { 0 .
sons

400 1 3 1 1
e E(X) = / x - fx(x)dx = /0 (6x2 — 6x3)dx = |:2X3 - 2x4} =5
o 0

2 L s 4 3, 65" _ 3
e E(X%) = x“ - fx(x)dx = [ (6x° —6x")dx = X X =15
—o0 0 L 0
2
= Var(X) = E(C) ~ [EQOF = 3~ (3)° = 4
+o0 1 r 171
1
e E(X3) = / x3 - fx(x)dx = / (6x* — 6x°)dx = gXS x| = 5
—00 0 L do
3 _
:>’7(X)=%73.1%.%+2'(%) _ 4290+5 -0
(1/20)%/2 (1/20)%/2
+oo 1 r 11
1
o E(X*) = x* - fx(x)dx = [ (6x° —6x%)dx = [x® — §X7 ==
0 0 L T o1y 7
1 3 2 1\4
L R(X) = 745 5+6-5%(3)"—3-(3) _3/560 _15
(1/20)2 1/400 7
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Quantile von Zufallsvariablen 1l

@ p-Quantile sind nach Definition 9.11 eindeutig bestimmt, wenn die
Verteilungsfunktion Fx der Zufallsvariablen X (dort, wo sie Werte in (0, 1)
annimmt) invertierbar ist, also insbesondere stetig und streng monoton
wachsend.

Bezeichnet F;l die Umkehrfunktion von Fx, so gilt dann

x, = Fx'(p) fiir alle p € (0,1) .

F;l wird in diesem Fall auch Quantilsfunktion genannt.

@ Der Abstand xg.75 — Xg.25 zwischen unterem und oberen Quartil wird (wie
auch bei empirischen Quartilen) auch Interquartilsabstand (IQA) genannt.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 227

9 Eindimensionale Zufallsvariablen Quantile von Zufallsvariablen 9.8

Quantile von Zufallsvariablen |

Definition 9.11 (p-Quantil)

Seien X eine eindimensionale Zufallsvariable, p € (0,1). Jeder Wert x, € R mit
P{X <x,} >p und  P{X>x,} >1—p

heiBt p-Quantil (auch p-Perzentil) von X. Man nennt Werte x, mit dieser
Eigenschaft spezieller

@ Median von X fiir p = 0.5,
e unteres Quartil von X fiir p = 0.25 sowie
o oberes Quartil von X fiir p = 0.75.

Ist Fx die Verteilungsfunktion von X, so ist x, also genau dann p-Quantil von X,
wenn

FX(Xp_O)SPS FX(XP)

gilt, fiir stetige Zufallsvariablen X also genau dann, wenn Fx(x,) = p gilt.
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Quantile von Zufallsvariablen 11l

@ Auch ohne die Invertierbarkeit von Fx kann Eindeutigkeit von Quantilen zum
Beispiel durch die Festsetzung

xp 1= min{x | P{X < x} > p} = min{x| Fx(x) > p}

erreicht werden.
Man nennt die Abbildung

(0,1) = R; p — x, = min{x | Fx(x) > p}

hdufig auch verallgemeinerte Inverse von Fx und verwendet hierfiir dann
ebenfalls das Symbol F;l sowie die Bezeichnung Quantilsfunktion.

@ Diese Eindeutigkeitsfestlegung unterscheidet sich von der vergleichbaren
Konvention aus der deskriptiven Statistik fiir empirische Quantile!

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 228



9 Eindimensionale Zufallsvariablen Spezielle diskrete Verteilungen 9.9

Spezielle diskrete Verteilungen

@ Im Folgenden: Vorstellung spezieller (parametrischer) Verteilungsfamilien,
die hidufig Verwendung finden.

o Haufige Verwendung ist dadurch begriindet, dass diese Verteilungen in vielen
verschiedenen Anwendungen anzutreffen sind bzw. die Zufallsabhangigkeit
interessanter GroBen geeignet modellieren.

o Parametrische Verteilungsfamilien sind Mengen von (3hnlichen) Verteilungen
Qp, deren Elemente sich nur durch die Auspragung eines oder mehrerer
Verteilungsparameter unterscheiden, d.h. die spezielle Verteilung hingt von
einem Parameter oder einem Parametervektor 6 ab, und zu jedem
Parameter(vektor) gehdrt jeweils eine eigene Verteilung Q.

o Die Menge aller méglichen Parameter(vektoren) 6, auch Parameterraum
genannt, wird meist mit © bezeichnet. Die Verteilungsfamilie ist damit die
Menge {Qy |0 € O}.

@ Besitzt eine Zufallsvariable X die Verteilung Qp, so schreibt man auch kurz:
X ~ Qp.

@ Zunichst: Vorstellung spezieller diskreter Verteilungen.
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Bernoulli- / Alternativverteilung Parameter:
B(1,p) pe(0,1)

Trager: T(X) ={0,1}
Woahrscheinlichkeitsfunktion:

| — p=04

1—p firx=0

px(x) = p firx=1
0 sonst -10 -05 00 05 10 15 20

px(x)
00 02 04 06 08
L

1 — p=04

Verteilungsfunktion:

Fx(x)
00 02 04 06 08 10
L

0 fiir x <0
Fx(x)=< 1—p fir0<x<1
1 firx > 1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 20

Momente: E(X) = »p Var(X) = p-(1-p)
_ 1-2 _ 1-3p(1-p)
1(X) = \/Tfp) K(X) = “p(i-p)
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Bernoulli- /Alternativverteilung

@ Verwendung:
» Modellierung eines Zufallsexperiments (Q, F, P), in dem nur das Eintreten
bzw. Nichteintreten eines einzigen Ereignisses A von Interesse ist.
» Eintreten des Ereignisses A wird oft als ,,Erfolg" interpretiert, Nichteintreten
(bzw. Eintreten von A) als ,Misserfolg".
» Zufallsvariable soll im Erfolgsfall Wert 1 annehmen, im Misserfolgsfall Wert 0,

es sei also
1 fallsweA

X = _
() { 0 fallswe A

> Beispiel: Werfen eines fairen Wiirfels, Ereignis A: ,,6 gewiirfelt" mit P(A) = é.
@ Verteilung von X hingt damit nur von ,Erfolgswahrscheinlichkeit” p := P(A)
ab; p ist also einziger Parameter der Verteilungsfamilie.

@ Um triviale Falle auszuschlieBen, betrachtet man nur Ereignisse mit p € (0, 1)

o Der Triger der Verteilung ist dann T(X) = {0, 1}, die
Punktwahrscheinlichkeiten sind px(0) =1 — p und px(1) = p.

@ Symbolschreibweise fiir Bernoulli-Verteilung mit Parameter p: B(1, p)
@ Ist X also Bernoulli-verteilt mit Parameter p, so schreibt man X ~ B(1, p).
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Binomialverteilung

@ Verallgemeinerung der Bernoulli-Verteilung
@ Verwendung:

» Modellierung der unabhdngigen, wiederholten Durchfiihrung eines
Zufallsexperiments, in dem nur die Haufigkeit des Eintretens bzw.
Nichteintretens eines Ereignisses A interessiert (,,Bernoulli-Experiment").

> Eintreten des Ereignisses A wird auch hier oft als ,Erfolg" interpretiert,
Nichteintreten (bzw. Eintreten von A) als ,Misserfolg".

» Zufallsvariable X soll die Anzahl der Erfolge bei einer vorgegebenen Anzahl
von n Wiederholungen des Experiments z3hlen.

» Nimmt X; fir i € {1,...,n} im Erfolgsfall (fiir Durchfiihrung i) den Wert 1
an, im Misserfolgsfall den Wert 0, dann gilt also X = 27:1 Xi.

> Beispiel: b-faches Werfen eines fairen Wiirfels, Anzahl der Zahlen kleiner 3.
~n=5p=1/3.

o Verteilung von X hingt damit nur von ,Erfolgswahrscheinlichkeit* p := P(A)
sowie der Anzahl der Durchfiihrungen n des Experiments ab.
@ Um triviale Falle auszuschlieBen, betrachtet man nur die Falle n € N und
p € (0,1). Trager der Verteilung ist dann T(X) ={0,1,...,n}.
@ Symbolschreibweise fiir Binomialverteilung mit Parameter n und p: B(n, p)
o Ubereinstimmung mit Bernoulli-Verteilung (mit Parameter p) fiir n = 1.
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Binomialverteilung Parameter: . .
B(n, p) neN,pe(0,1) Geometrische Verteilung

Px
@ Verwendung:

Trager: T(X)={0,1,...,n}
Wahrscheinlichkeitsfunktion: px(x)

_ ()’:) p“(1—p)"> fiir x € T(X)

sonst

7 — n=5p=04

» Modellierung der unabhdngigen, wiederholten Durchfiihrung eines
Bernoulli-Experiments (nur das Eintreten bzw. Nichteintreten eines einzigen
Ereignisses A ist von Interesse), bis das Ereignis A zum ersten Mal eintritt.

| » Zufallsvariable X zdhlt Anzahl der Misserfolge, ausschlieBlich des (letzten)

2 o0 1 2 3 4 s s ~erfolgreichen” Versuchs, bei dem Ereignis A zum ersten Mal eintritt.

. » X kann also nur Werte x € Ny annehmen, man erhilt die Realisation x von X,
wenn nach genau x Misserfolgen (Nicht-Eintreten von A) in der (x + 1)-ten

Durchfiihrung ein Erfolg (Eintreten von A) zu verzeichnen ist.

px(x)
L

00 01 02 03 04 05

Verteilungsfunktion: giﬂ i > Ist p := P(A) die ,Erfolgswahrscheinlichkeit’ des Bernoulli-Experiments, so gilt
- e — offensichtlich P{X = x} = (1 — p)* - p fiir alle x € No.
Fx(x) = Z px(x) Eog o > Beispiel (vgl. Folie 168): Anzahl des Auftretens von ,Zahl" beim Werfen einer
‘ g Miinze (,Wappen" oder ,Zahl"), bis zum ersten Mal ,Wappen" erscheint
xi € T(X) o h— .o .
X <X I B e e ~» p = 1/2 (bei fairer Miinze).
-1 0 1 2 3 4 5 6
. @ Verteilung von X hangt damit nur von Erfolgswahrscheinlichkeit p ab.
Momente: E(X) = n-p Var(X) = n-p-(1—p) ° Ur? triviale FaIIe'auszgschlleBen, betrachtet man nur den Fall p € (0,1).
Tréager der Verteilung ist dann T(X) =Ny ={0,1,...}.
,Y(X) _ 1-2p K(X) _ 14(@3n—6)p(1—p)
/np(1—p) np(1—p) @ Symbolschreibweise fiir geometrische Verteilung mit Parameter p: Geom(p)
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Geometrische Verteilung Parameter: Poisson-Verteilun
Geom(p) p<(0,1) &

i o ,Grenzverteilung” der Binomialverteilung
Trager: T(X) =Ny ={0,1,...} 4 — p=os @ Verwendung:
Wahrscheinlichkeitsfunktion: » Approximation einer B(n, p)-Verteilung, wenn n (sehr) groB und p (sehr) klein

) . @ . ist.
pX(X):{ (1—p)-p firx ‘

0.4
I

px(x)

m
=
Ko

| » ,Faustregeln” zur Anwendung der Approximation:
0 sonst

0.0

I n>50, p<0l, n-p<10

» Poisson-Verteilung hat einzigen Parameter A\ > 0, der zur Approximation einer

e B(n, p)-Verteilung auf A\ = n - p gesetzt wird.
Verteilunasfunkti e — o Trager von Poisson-verteilten Zufallsvariablen X: T(X) =Ny = {0,1,...}
ertellungstunktion: 2 4 — x
- el — e Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir x € T(X): px(x) = —le_’\, wobei
. ol ] . x!
Fx(x) = 0 fir x <0 2 e = exp(1) die Eulersche Zahl ist, also e ~ 2.71828.
XY (1- p)LXJ+1 fiir x > 0 ;7___‘ | | | o Giiltigkeit der Approximation beruht auf Konvergenz der
0 2 a 6 Punktwahrscheinlichkeiten. Es gilt namlich fiir alle x € Ny:
’ n AX
- - lim (1—p)" > ="e?
Momente: E(X) = ITP Var(X) = 1€2P N <X>P (1-p) X
_ 2— _ —9p+9 n-p—X
WX) = 22 R(X) = £

@ Symbolschreibweise fiir Poisson-Verteilung mit Parameter A: Pois())
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Poisson-Verteilung Parameter:
Pois(\) A>0
Px
Trager: T(X) =Ny =1{0,1,...} 31— =2
Wahrscheinlichkeitsfunktion: _ S
MooA g =]
e fir x e T(X 3 A ‘
PX(X)—{X! ) g .
0 sonst T j T T
Fx
Verteilungsfunktion: Z == —
Fx(X) = Z px(X,') £ E : -
xET(X) o e
xi <x e T T T T
Momente: E(X) = A = A
X)) = & = 3+3
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Stetige Gleichverteilung
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Spezielle stetige Verteilungen 9.10

Einfachste stetige Verteilungsfamilie:
Stetige Gleichverteilung auf Intervall [a, b]

@ Modellierung einer stetigen Verteilung, in der alle Realisationen in einem
Intervall [a, b] als , gleichwahrscheinlich* angenommen werden.

@ Verteilung hiangt von den beiden Parametern a,b € R mit a < b ab.
@ Dichtefunktion fx einer gleichverteilten Zufallsvariablen X kann auf Intervall
[a, b] konstant zu 71 gewshlt werden.
o Trager der Verteilung: T(X) = [a, b]
@ Symbolschreibweise fiir stetige Gleichverteilung auf [a, b]: X ~ Unif(a, b)
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Spezielle stetige Verteilungen

@ Nun: Vorstellung spezieller parametrischer Verteilungsfamilien von stetigen
Verteilungen

@ In Verallgemeinerung des Tragers diskreter Verteilungen:
Trager T(X) einer stetigen Verteilung als ,,Bereich positiver Dichte".

o Wegen Moglichkeit, Dichtefunktionen abzuindern, etwas genauer:

T(X) :={x € R|es gibt eine Dichtefunktion fx von X und ein ¢ >0
mit (fx(t) > 0 fiir alle t € [x — ¢, x])
oder (fx(t) > O fiir alle t € [x,x +€])}
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Stetige Gleichverteilung Parameter:
Unif(a, b) a,beRmita<b

fx

Trager: T(X) = [a, b]
Dichtefunktion: fx : R — R;

— a=1,b=3

0.4 0.6

fi(x)

0.2

b—a
0 sonst ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

fx(X) =

0.0

{ L fira<x<b

Verteilungsfunktion: Fx : R — R;

0 firx<a

Fx(x)

00 02 04 06 08 1.0

Fx(x)=4{ =2 fira<x<b
1 firx>b . T T ! T
a b—a)?
Momente: E(X) = 22 Var(X) = ( 128)
¥(X) = 0 K(X) = 2
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Normalverteilung
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Verteilung entsteht als Grenzverteilung bei Durchschnittsbildung vieler
(unabhingiger) Zufallsvariablen (spiter mehr!) ~ Einsatz fiir Ndherungen

Familie der Normalverteilungen hat Lageparameter u € R, der mit
Erwartungswert iibereinstimmt, und Streuungsparameter 02 >0, der mit
Varianz iibereinstimmt, Standardabweichung ist dann o := +V02.

Verteilungsfunktion von Normalverteilungen schwierig zu handhaben,
Berechnung muss i.d.R. mit Software/Tabellen erfolgen.

Wichtige Eigenschaft der Normalverteilungsfamilie:

Ist X normalverteilt mit Parameter n = 0 und 02 =1, dann ist

aX + b fiir a, b € R normalverteilt mit Parameter u = b und 0% = 2°.

Zuriickfiihrung allgemeiner Normalverteilungen auf den Fall der
Standardnormalverteilung (GauB-Verteilung) mit Parameter ;1 = 0 und
02 = 1, Tabellen/Algorithmen fiir Standardnormalverteilung damit einsetzbar.

Dichtefunktion der Standardnormalverteilung: ¢, Verteilungsfunktion: ®.
Trager aller Normalverteilungen ist T(X) = R.
Symbolschreibweise fiir Normalverteilung mit Parameter 11, 0%: X ~ N(u, 0?)
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Exponentialverteilung

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Beliebte Verteilungsfamilie zur Modellierung von Wartezeiten.

Verteilung entsteht als Grenzverteilung der geometrischen Verteilung (Anzahl
Fehlversuche vor erstem Erfolg bei wiederholter, unabhangiger Ausfiihrung
eines Bernoulli-Experiments) bei Erfolgswahrscheinlichkeit p — 0.

Da die Anzahl X der benétigten Versuche fiir p — 0 offensichtlich immer
groBere Werte annehmen wird, wird statt der Anzahl der benétigten Versuche
die Zeit zur Durchfiihrung der bendtigten Versuche modelliert, und mit

p — 0 zugleich die pro Zeiteinheit durchgefiihrten Versuche n des
Bernoulli-Experiments so erhoht, dass p - n =: A konstant bleibt.

Einziger Parameter der resultierenden Exponentialverteilung ist damit die als
~erwartete Anzahl von Erfolgen pro Zeiteinheit" interpretierbare GréBe A > 0.
Ist X exponentialverteilt mit Parameter A, so erhilt man Fx(x) aus der
Verteilungsfunktion der geometrischen Verteilung fiir x > 0 gemaB

n-x n-x
Fx(x) = lim 1—(1—A) = lim 1—(1+_A'X> =1—e ™.

n—o00 n n—o00 n-x

Trager der Exponentialverteilungsfamilie ist Ry := {x € R|x > 0}.
Symbolschreibweise fiir Exponentialverteilung mit Parameter A: X ~ Exp(\)
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Normalverteilung
N(u, o)

Parameter:
pER,0%2>0

Trager: T(X) =R
Dichtefunktion: fx : R — R;

2mo

fu(x)
0.00 005 010 015 0.20
L

Verteilungsfunktion:

FX:R—>R;FX(X)=¢<X_“>

g

Fx(x)

0.0 02 04 06 08 1.0

Momente: E(X) = p Var(X) = o2
1X) = 0 KX) = 3
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Exponentialverteilung Parameter:
Exp()) A>0
fx
Trager: T(X) =Ry ST
Dichtefunktion: fx : R — R; ~ e
() A-e ™ fiirx>0 2 -
X) = o |
X 0 sonst R S
Fx
Verteilungsfunktion: Fx : R — R; 5
o) 0 firx<0 <z
X) = P
X 1—e ™ firx>0 :
Momente: E(X) 1 Var(X) = &
¥X) = 2 k(X) = 9

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Folie 244



9 Eindimensionale Zufallsvariablen Ver | ieller Verteil @il

Verwendung spezieller Verteilungen

Ubliche Vorgehensweise zur Berechnung von (Intervall-)Wahrscheinlichkeiten
fiir Zufallsvariablen X: Verwendung der Verteilungsfunktion Fx
Problem bei einigen der vorgestellten Verteilungen:

Verteilungsfunktion Fx schlecht handhabbar bzw. nicht leicht auszuwerten!
Traditionelle Lésung des Problems: Vertafelung bzw. Tabellierung der
Verteilungsfunktionswerte, Ablesen der Werte dann aus Tabellenwerken.
Losung nicht mehr zeitgemiB: (kostenlose) PC-Software fiir alle benétigten
Verteilungsfunktionen verfligbar, zum Beispiel Statistik-Software R
(http://wuw.r-project.org)

@ Aber: In Klausur keine PCs verfiigbar, daher dort Riickgriff auf Tabellen.

@ Problematische Verteilungsfunktionen (bisher) sind die der
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Standardnormalverteilung, Binomialverteilung sowie Poisson-Verteilung.
Tabellen oder Tabellenausschnitte zu diesen Verteilungen werden in Klausur
(sofern benétigt) zur Verfiigung gestellt!

Auch das Bestimmen von Quantilen ist fiir diese Verteilungen nicht ohne
Hilfsmittel moglich und muss mit Hilfe weiterer Tabellen oder auf Grundlage
der tabellierten Verteilungsfunktionswerte erfolgen.

Ausschnitt aus Tabelle fiir Fg(, )(x)

p=005 p=010 p=015 p=020 p=025 p=030 p=035 p=0.40
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0.9500 0.9000 0.8500 0.8000 0.7500 0.7000 0.6500 0.6000
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

0.9025 0.8100 0.7225 0.6400 0.5625 0.4900 0.4225 0.3600

0.9975 0.9900 0.9775 0.9600 0.9375 0.9100 0.8775 0.8400
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.8574 0.7290 0.6141 0.5120 0.4219 0.3430 0.2746 0.2160
0.9928 0.9720 0.9392 0.8960 0.8438 0.7840 0.7182 0.6480
0.9999 0.9990 0.9966 0.9920 0.9844 0.9730 0.9571 0.9360
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.8145 0.6561 0.5220 0.4096 0.3164 0.2401 0.1785 0.1296
0.9860 0.9477 0.8905 0.8192 0.7383 0.6517 0.5630 0.4752
0.9995 0.9963 0.9880 0.9728 0.9492 0.9163 0.8735 0.8208

1.0000 0.9999 0.9995 0.9984 0.9961 0.9919 0.9850 0.9744
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

0.7738 0.5905 0.4437 0.3277 0.2373 0.1681 0.1160 0.0778
0.9774 0.9185 0.8352 0.7373 0.6328 0.5282 0.4284 0.3370

0.9988 0.9914 0.9734 0.9421 0.8965 0.8369 0.7648 0.6826
1.0000 0.9995 0.9978 0.9933 0.9844 0.9692 0.9460 0.9130
1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.9990 0.9976 0.9947 0.9898

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

DO OO OA,DEEDMWWWWNNNRFEHS

0.7351 0.5314 0.3771 0.2621 0.1780 0.1176 0.0754 0.0467
0.9672 0.8857 0.7765 0.6554 0.5339 0.4202 0.3191 0.2333

0.9978 0.9842 0.9527 0.9011 0.8306 0.7443 0.6471 0.5443
0.9999 0.9987 0.9941 0.9830 0.9624 0.9295 0.8826 0.8208
1.0000 0.9999 0.9996 0.9984 0.9954 0.9891 0.9777 0.9590

1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9993 0.9982 0.9959
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

DU PR WNHFEOOUOPRAWNHORWNREOWNREOINF O O X
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Ausschnitt aus Tabelle fiir ®(x)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199  0.5239  0.5279  0.5319  0.5359
0.1 | 0.5398 05438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714  0.5753
0.2 | 05793 05832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103  0.6141
0.3 | 06179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844  0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123  0.7157 0.7190  0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389  0.7422 0.7454  0.7486  0.7517  0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823  0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939  0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106  0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289  0.8315 0.8340  0.8365  0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531  0.8554 0.8577 0.8599  0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810  0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980  0.8997  0.9015
1.3 | 09032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 09332 09345 09357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 09554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699  0.9706
1.9 | 09713 09719 09726 09732 0.9738 0.9744 09750 0.9756 0.9761  0.9767
20 | 09772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812  0.9817
21 | 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846  0.9850  0.9854  0.9857
22 | 09861 09864 09868 0.9871 09875 0.9878 0.9881 0.9884  0.9887  0.9890
23 | 09893 09896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911  0.9913 0.9916
2.4 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934  0.9936
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen

R-Befehle fiir spezielle Verteilungen

ller Ver

9.11

o Verteilungsfunktionen kdnnen sofort nach dem Start von R mit den folgenden
Befehlen ausgewertet werden:

Verteilung von X  Parameter Fx an Stelle x mit R
B(n, p) size=n, prob=p pbinom(x,size,prob)
Geom(p) prob=p pgeom(x,prob)
Pois(\) lambda=A\ ppois(x,lambda)
Unif(a, b) min=a, max=>b punif (x,min,max)
N(u,o?) mean=y, sd=v0? pnorm(x,mean,sd)
Exp(\) rate=A\ pexp(x,rate)

@ Ersetzt man in den Befehlen den ersten Buchstaben p durch d (z.B. dnorm),
so erhalt man den Wert der Dichtefunktion bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion

an der Stelle x.

@ Ersetzt man in den Befehlen den ersten Buchstaben p durch q (z.B. gqnorm)
und x durch p, so erhilt man das (bzw. ein) p-Quantil der zugehdrigen

Verteilung.

@ Ersetzt man schlieBlich in den Befehlen den ersten Buchstaben p durch r
(z.B. rnorm) und x durch n€ N, so erhilt man n (Pseudo-)Zufallszahlen zur

zugehorigen Verteilung.
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Hinweise zur Tabellennutzung Beispiel: Arbeiten mit Normalverteilungstabelle
@ Bezeichnet Fg(, ) fiir n € N und p € (0,1) die Verteilungsfunktion der e Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit nimmt eine N(100, 82)-verteilte
B(n, p)-Verteilung, so gilt (1) Zufallsvariable Werte kleiner als 90 an? (Wie groB ist die schraffierte Fliche?)

Fa(ni1-p)(X) =1 = Fp(np)(n —x —1)
firalle ne N, pe (0,1), x € {0,...,n— 1}. Daher werden Tabellen zur
Binomialverteilung nur fiir p € (0, 0.5] erstellt, und die benétigten Werte fiir
p € [0.5,1) mit obiger Formel aus den Werten fiir p € (0, 0.5] gewonnen.
o Wegen der Symmetrie der Standardnormalverteilung um 0 gilt nicht nur

0.04

fa(100,82)(X)

0.02

©w(x) = p(—x) fiir alle x € R, sondern auch (vgl. Folie 216) S : : ‘ ‘ ‘ ‘ :
(D(X) =1— (D(—X) firallex e R . 70 80 90 100 110 120 130
Daher werden Tabellen fiir ®(x) in der Regel nur fiir x € R erstellt. "
@ Zur Bestimmung von Quantilen darf in der Klausur ein beliebiger Wert des e Antwort: Ist X ~ N(100,82), so gilt:
Intervalls, in dem das Quantil laut Tabelle liegen muss, eingesetzt werden; 90 — 100
eine lineare Interpolation ist zwar sinnvoll, aber nicht nétig! P{X <90} = Fpn(1002)(90) = <8>
o Generell gilt: Ist ein Wert nicht tabelliert, wird stattdessen ein ,,naheliegender”
Wert aus der Tabelle eingesetzt. = ®(-1.25) =1 - ®(1.25) = 1 — 0.8944 = 0.1056
Beispiel: Fiir fehlenden Wert Fg(40.28)(2) wird Fp(s0.3)(2) eingesetzt. ~ Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 0.1056 = 10.56%.
Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 249 Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 250
9 Eindimensionale Zufallsvariablen \ di pezieller Verteil 9.11 9 Eindimensionale Zufallsvariablen Ver di pezieller Verteil 9.11
o Frage: Welchen Wert x iiberschreitet eine N(100,82)-verteilte Zufallsvariable Beispiel: Arbeiten mit Statistik-Software R

nur mit 2.5% Wahrscheinlichkeit? (Welche linke Grenze x fiihrt bei der
schraffierten Flache zu einem Flicheninhalt von 0.0257)

o Beantwortung der Fragen (noch) einfacher mit Statistik-Software R:

e Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit nimmt eine N(100, 82)-verteilte
Zufallsvariable Werte kleiner als 90 an?

0.04

fn(100,82)(X)

3 o Antwort:

° > pnorm(90,mean=100, sd=8)

S ‘ ‘ ‘ ‘ P> ‘ [1] 0.1056498

70 80 90 100 10 27 120 130 B . i ) . ,
o Frage: Welchen Wert x iiberschreitet eine N(100, 8%)-verteilte Zufallsvariable
e Antwort: Ist X ~ N(100,82), so ist das 97.5%- bzw. 0.975-Quantil von X nur mit 2.5% Wahrscheinlichkeit?
gesucht. Mit e Antwort:
— 100
Fx(x) = Fraoog(x) = ® (X 5 ) > qnorm(0.975,mean=100, sd=8)
[1] 115.6797

erhilt man

oder alternativ
o (x - 100> o975 o XT 100 _ ®-1(0.975) = 1.96 > gnorm(0.025,mean=100,sd=8, lower.tail=FALSE)
[1] 115.6797

= x=28-196+ 100 = 115.68
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10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen 10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen Borelsche o-Algebra 10.1

Inhaltsverzeichnis Mehrdimensionale Zufallsvariablen/Zufallsvektoren |
(Ausschnitt)

@ Im Folgenden: Simultane Betrachtung mehrerer (endlich vieler)
Zufallsvariablen iiber demselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

@ Mehrdimensionale Zufallsvariablen o Ist n € N die Anzahl der betrachteten Zufallsvariablen, so fasst man die n
o Borelsche sigma-Algebra Zufallsvariablen Xi,..., X, in einem n-dimensionalen Vektor
@ Diskrete Zufallsvektoren X = (X,...,X,)" zusammen.
@ Stetige Zufallsvektoren @ Damit ist R” der Wertebereich der Abbildung X : Q — R”, als o-Algebra
@ Randverteilungen tiber R” wahlt man die n-dimensionale Borelsche o-Algebra B”, in der alle
@ (Stochastische) Unabhingigkeit karthesischen Produkte von n Elementen aus B enthalten sind.

@ Bedingte Verteilungen
@ Momente zweidimensionaler Zufallsvektoren
@ Momente hoherdimensionaler Zufallsvektoren

@ Insbesondere enthilt 5" alle endlichen und abz&dhlbar unendlichen Teilmengen
von R" sowie alle karthesischen Produkte von n Intervallen aus R.

@ Damit lassen sich die meisten bekannten Konzepte eindimensionaler
Zufallsvariablen leicht iibertragen.

o Ahnlich zur Situation bei mehrdimensionalen Merkmalen in der deskriptiven
Statistik werden viele Darstellungen im Fall n > 2 allerdings schwierig.
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10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen Borelsche o-Algebra 10.1 10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen Borelsche o-Algebra 10.1

Mehrdimensionale Zufallsvariablen/Zufallsvektoren Mehrdimensionale Zufallsvariablen/Zufallsvektoren Il

Definition 10.1 (Zufallsvektor, Mehrdimensionale Zufallsvariable)

Sefan (90,77, 1) ) Wiliadiainaib s, @ & N @ Wie im eindimensionalen Fall sind Kurzschreibweisen (zum Beispiel) der Form

X0 5 R X(w) = (X(w), . Xo(w))' P{X1 <xq,..., Xy < xp} = Px((—00,x1] X -+ X (—00, x,])

eine F — B"—messbare Abbildung. Dann heiBen X n-dimensionale fir X, % € R geldufig.

Zufallsvariable bzw. n-dimensionaler Zufallsvektor iiber (Q, F, P) und die @ Auch hier legen die Wahrscheinlichkeiten solcher Ereignisse die Verteilung des
gemaB Definition 8.3 gebildete Bildwahrscheinlichkeit n-dimensionalen Zufallsvektors bereits eindeutig fest, und man definiert
analog zum eindimensionalen Fall die gemeinsame Verteilungsfunktion

Px : B" — R;B — P(X*(B))
Fx :R" = R; Fx(x1,...,xn) := Px((—00,x1] X ... X (=00, x5]) .
(gemeinsame) Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kiirzer (gemeinsame)

Verteilung von X. (R", B", Px) ist damit ebenfalls ein Wahrscheinlichkeitsraum. @ Gemeinsame Verteilungsfunktionen mehrdimensionaler Zufallsvariablen sind
Liegt nach Durchfiihrung des Zufallsexperiments (Q, F, P) das Ergebnis w € Q allerdings fiir den praktischen Einsatz im Vergleich zur eindimensionalen
vor, so heiBt der zugehérige Wert x = X(w) die Realisierung oder Realisation Variante relativ unbedeutend und werden daher hier nicht weiter besprochen.

von X.
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Diskrete Zufallsvektoren |

@ Ist analog zum eindimensionalen Fall
X(Q) :={x=(x1,...,%,) € R"|x = X(w) fiir (mindestens) ein w € Q}

endlich oder abzahlbar unendlich bzw. existiert (wiederum etwas allgemeiner)
eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge B C R" mit P({X € B}) =1,
so nennt man auch solche Zufallsvektoren ,diskret".

e Mit Hilfe einer (mehrdimensionalen) Wahrscheinlichkeitsfunktion px mit
px(x) := Px({x}) fiir x € R" kénnen Wahrscheinlichkeiten P{X € A} fiir
Ereignisse A € B" wiederum durch Aufsummieren der
Punktwahrscheinlichkeiten aller Tragerpunkte x; mit x; € A berechnet
werden, also durch:

PXcA}= >  px(x) firalleAecB"
x; EANT(X)
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Stetige Zufallsvektoren |

o Zweiter wichtiger Spezialfall (wie im eindimensionalen Fall):
stetige n-dimensionale Zufallsvektoren X

o Wiederum gilt Px(B) = 0 insbesondere fiir alle endlichen oder abz&hlbar
unendlichen Teilmengen B C R".

@ Auch hier ist die definierende Eigenschaft die Moglichkeit zur Berechnung
spezieller Wahrscheinlichkeiten als Integral iiber eine (nun mehrdimensionale)
Dichtefunktion.

@ In Verallgemeinerung der Berechnung von Intervallwahrscheinlichkeiten im
eindimensionalen Fall miissen nun Wahrscheinlichkeiten von Quadern als
(Mehrfach-)Integral iiber eine Dichtefunktion berechnet werden kénnen.
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10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvektoren 10.2

Diskrete Zufallsvektoren Il

Definition 10.2 (Diskreter Zufallsvektor)

Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n € N, X ein n-dimensionaler
Zufallsvektor iiber (Q, F, P) und B C R" endlich oder abzihlbar unendlich mit
P({X € B}) = 1. Dann nennt man

X einen diskreten Zufallsvektor,
px : R" — [0, 1]; px(x) := Px({x}) die (gemeinsame)
Wabhrscheinlichkeitsfunktion von X,

T(X) := {x € R"| px(x) > 0} den Trédger von X sowie alle Elemente x € T (X)
Tragerpunkte von X und deren zugehérige Wahrscheinlichkeitsfunktionswerte
px(x) Punktwahrscheinlichkeiten.
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10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen Stetige Zufallsvektoren 10.3

Stetige Zufallsvektoren Il

Definition 10.3 (Stetiger Zufallsvektor, (gemeinsame) Dichtefunktion)

Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n € N und X ein n-dimensionaler
Zufallsvektor iiber (Q2, F, P). Gibt es eine nichtnegative Abbildung fx : R” — R
mit

by by
PX(A):/ / (s s ta)dlty - s (5)
ar an
fiir alle Quader A = (a1, b1] X - -+ x (an, by] C R" mit a; < by,...,a, < b,, so
heiBt der Zufallsvektor X stetig. Jede nichtnegative Abbildung fx mit der
Eigenschaft (5) heiBt (gemeinsame) Dichtefunktion von X.
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Notationen im Spezialfall n = 2

@ Im Folgenden wird (auch fiir weitere Anwendungen) regelmiBig der
Spezialfall n = 2 betrachtet.

@ Zur Vereinfachung der Darstellung (insbesondere zur Vermeidung doppelter
Indizes) sei der betrachtete Zufallsvektor X dann mit X = (X, Y)’ oder
X = (X,Y) statt X = (Xq, Xz2)’ bezeichnet.

@ Stetige 2-dimensionale Zufallsvektoren X = (X, Y') werden in der Regel durch
die Angabe einer gemeinsamen Dichtefunktion

e,y i1 R2 = R; (x,y) — fx,v(x,)

spezifizert.

e Ist X = (X, Y) ein zweidimensionaler diskreter Zufallsvektor mit ,wenigen®
Tragerpunkten, stellt man die gemeinsame Verteilung — analog zu den
Kontingenztabellen der deskriptiven Statistik — gerne in Tabellenform dar.
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Randverteilungen |

@ Wie in der deskriptiven Statistik lassen sich die Verteilungen der einzelnen
Zufallsvariablen eines n-dimensionalen Zufallsvektors auch aus der
gemeinsamen Verteilung gewinnen.

@ Analog zu den ,Randhiufigkeiten” erhdlt man so die Randverteilungen der
einzelnen Komponenten des Zufallsvektors.

o Ist X diskreter n-dimensionaler Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsfunktion
px, so erhdlt man fiir j € {1,..., n} die Wahrscheinlichkeitsfunktion px. zur
J-ten Komponente X; durch:

()= S px(x)

Xf:(Xf,17~--7><i,n)
Xi,j=X
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10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen Stetige Zufallsvektoren 10.3

Beispiel: (Gemeinsame) Wahrscheinlichkeitsfunktion

bei zweidimensionaler diskreter Zufallsvariable

e Ist X = (X, Y) zweidimensionale diskrete Zufallsvariable mit endlichem
Trager, A:= T(X) = {xq,...,xx} der Trager von X und
B:=T(Y)={»,...,y} der Trager von Y, so werden die Werte der
Wahrscheinlichkeitsfunktion px auch mit

pij = px,v)(Xi, ¥;) furie{l,...,k}undje{1,...,/1}

bezeichnet und wie folgt tabellarisch dargestellt:

X\Y |y yo -y

X1 pi1 P12 - Pu

X2 P21 P22 - P2y

Xk Pk1  Pk2 - Pkl
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Randverteilungen |l

o Ist X stetiger n-dimensionaler Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichtefunktion
fx, so erhalt man fiir j € {1,..., n} eine Dichtefunktion fx. : R — R zur j-ten
Komponente X; durch:

fXj(x):/ / IR(XLs - ey Xjm1y X, Xjp 1y - -5 Xn)AXp - - - dXjp1dXj_1 - - - dxy
—00 —00
(n—1)-mal
e Fiir X = (X, Y) erhilt man also eine Randdichtefunktion fx zu X durch
fx(x) = / fx,v (x,y)dy

— 00

sowie eine Randdichtefunktion fy zu Y durch

fr(y) = /Do fx v(x,y)dx .

—00
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Fortsetzung Beispiel (zweidimensional, diskret)

Ergdnzung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstabelle um Randverteilungen
o Ist A= T(X)={xy,...,xx} der Triger von X und B=T(Y) ={y1,...,y}
der Trager von Y, so erhdlt man fiir i € {1,..., k} als Zeilensummen
I

!
pi. = px(x) = Y vy (X y) = > Py
=1

j=1
sowie fiir j € {1,...,/} als Spaltensummen
k k
pi=pv() =D Poxn(xy) = D pi

i=1 i=1

und damit insgesamt die folgende erganzte Tabelle:
X\Y | »n Yo 0 Y1 | Pi-
X1 pir P12 - P1 | P1
X2 P21 P22 - P21 | P2
Xk Pki Pk2 - Pkl | Pk
p.j p1 p2 - ps| 1
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(Stochastische) Unabhangigkeit von Zufallsvariablen Il

@ Man kann weiter zeigen, dass n diskrete Zufallsvariablen Xi, ..., X, lber
einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) genau dann
stochastisch unabhingig sind, wenn fiir den (in diesem Fall ebenfalls
diskreten) Zufallsvektor X = (X1, ..., X,)" bzw. die zugehdrigen

Wahrscheinlichkeitsfunktionen fiir alle x = (x, ..., x,) € R" gilt:
n
px(x) = H px;(xi) = px,(x1) - ... - px,(Xn)
i=1

@ Insbesondere sind X und Y im Fall n =2 mit X = (X, Y) bei endlichen
Tragern A= T(X) ={x1,...,xx} von X und B=T(Y)={y1,...,y} von
Y unabhéngig, falls pj = p;. - p; gilt fiir alle i € {1,..., k} und
je{l,..., 1}
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(Stochastische) Unabhangigkeit von Zufallsvariablen |

@ Die Komponenten X, ..., X, eines n-dimensionalen Zufallsvektors werden
genau dann stochastisch unabhangig genannt, wenn alle Ereignisse der
Form

{X1 € Bi},...,{X, € Bn} fir By,...,B, € B
stochastisch unabhéngig sind:

Definition 10.4

Seien n € N und Xi, ..., X, Zufallsvariablen liber demselben
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P). Dann heiBen die Zufallsvariablen X, ..., X,
(stochastisch) unabhdngig, wenn fiir alle By, ..., B, € B gilt:

n
P{XlEBl,...,X,,EB,,}:HP{X,'EB,‘}:P{XlEBl}-...'P{X,,EB,,}

i=1
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10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen (Stochastische) Unabhingigkeit 10.5

(Stochastische) Unabhangigkeit von Zufallsvariablen 11

@ Weiterhin sind n stetige Zufallsvariablen Xi, ..., X, liber einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) stochastisch unabhangig, wenn der
Zufallsvektor X = (X,..., X,)’ stetig ist und eine gemeinsame Dichte fx
bzw. Randdichten fx,, ..., fx, existieren, so dass fiir alle
x=(x1,...,%,) € R" gilt:

fx(X) = H fX,-(Xi) = fX1(X1) et an(X,,)

@ Insbesondere sind stetige Zufallsvariablen X und Y im Fall n = 2 mit
X = (X, Y) genau dann unabhingig, wenn es Dichtefunktionen fx von X, fy
von Y sowie fx y von (X, Y) gibt mit

fx,y(X,y): fx(X)-fy(y) fir alle X,yGR .
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Bedingte Verteilungen 2-dim. Zufallsvektoren |

Definition 10.5 (Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung (diskret))

Seien X = (X, Y) ein diskreter zweidimensionaler Zufallsvektor mit
Wahrscheinlichkeitsfunktion p(x vy, py die Wahrscheinlichkeitsfunktion zur
Randverteilung von Y, y € T(Y). Dann heiBt die durch die
Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(x,Y (Xa)/)
Px|y=y : R = [0,1]; px|y=y(x) = W

definierte diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung bedingte
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X unter der Bedingung Y = y.
Analog nennt man fiir x € T(X) die durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion

. . _ Pxn(x.y)
pY|X:x ‘R — [07 1]1 pY|X:X(.y) - pX(X)

definierte diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung bedingte
Woahrscheinlichkeitsverteilung von Y unter der Bedingung X = x.
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Bemerkungen |

@ Mit den iiblichen Bezeichnungen und Abkiirzungen fiir zweidimensionale
Zufallsvektoren mit endlichem Trager erhdlt man mit Definition 10.5 analog
zu den bedingten Haufigkeiten bei zweidimensionalen Merkmalen

Di pi
Px|y—y (Xi) = =~ und Py ix=x(yj) = =
p.j Pi-

firie{l,...,k}undje{1,... /}.

o Ebenfalls analog zur deskriptiven Statistik sind zwei Zufallsvariablen also
genau dann stochastisch unabhangig, wenn die bedingten Verteilungen jeweils
mit den zugehdrigen Randverteilungen iibereinstimmen, also wenn

» im diskreten Fall px|y—,(x) = px(x) fiir alle x € R und alle y € T(Y') sowie
Pyix=x(¥) = pv(y) fiir alle y € R und alle x € T(X) gilt.

> im stetigen Fall (bedingte) Dichtefunktionen fx, fy, fy|x—«, fx|v=, existieren
mit fx|y=,(x) = fx(x) fiir alle x € R und alle Stetigkeitsstellen y € R von fy
mit fy(y) > 0 sowie fy|x—x(y) = fr(y) fiir alle y € R und alle
Stetigkeitsstellen x € R von fx mit fx(x) > 0.
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Bedingte Verteilungen 2-dim. Zufallsvektoren Il

Definition 10.6 (Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung (stetig))

Seien X = (X, Y') ein stetiger zweidimensionaler Zufallsvektor, fx vy eine
gemeinsame Dichtefunktion von (X, Y), fy eine Dichtefunktion zur
Randverteilung von Y, y € R eine Stetigkeitsstelle von fy mit fy(y) > 0. Dann
heiBt die durch die Dichtefunktion

fix,v)(x,¥)
fxiy=y ' R = R; fxjy—y(x) = W

definierte stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung bedingte
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X unter der Bedingung Y = y.
Analog nennt man fiir Stetigkeitsstellen x € R von fx mit fx(x) > 0 die durch die
Dichtefunktion
fix,v)(x,y)

fx(x)
definierte stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung bedingte
Woahrscheinlichkeitsverteilung von Y unter der Bedingung X = x.

frix=x : R = R; fy|x=x(y) =
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Bemerkungen |l

@ Durch bedingte Dichtefunktionen fx|y_, bzw. fy|x_, oder bedingte
Wabhrscheinlichkeitsfunktionen px|y—, bzw. py x—. definierte bedingte
Verteilungen kdnnen im weiteren Sinne als Verteilungen eindimensionaler
Zufallsvariablen X|Y =y bzw. Y|X = x aufgefasst werden.

@ Damit lassen sich viele fiir eindimensionale Zufallsvariablen bekannte
Methoden/Konzepte in natiirlicher Weise iibertragen, insbesondere auf

> bedingte Verteilungsfunktionen Fx|y—, bzw. Fy|x—,,

bedingte WahrscheinlichkeitsmaBe Px|y—, bzw. Py x—y,

bedingte Trager T(X|Y =y) bzw. T(Y|X = x),

bedingte Erwartungswerte E(X|Y = y) bzw. E(Y|X = x),

bedingte Varianzen Var(X|Y = y) bzw. Var(Y|X = x),

@ Den bedingten Erwartungswert E(Y|X = x) erhilt man zum Beispiel

> im diskreten Fall durch: E(Y[X =x) = 3" yi - pyix=x(¥)
> im stetigen Fall durch: E(Y|X = x) = f:::y fyix=x(y)dy

o Giiltig bleibt auch der VZS: Var(X|Y = y) = E(X?|Y = y) — [E(X]Y = y)I?

vvYyVvYy
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Beispiel: Zweidimensionale Normalverteilung |

@ Wichtige mehrdimensionale stetige Verteilung: mehrdimensionale
(multivariate) Normalverteilung

@ Sperzifikation am Beispiel der zweidimensionalen (bivariaten)
Normalverteilung durch Angabe einer Dichtefunktion

L Sl () () ])

2woxoyy/1—p?

fX,Y(va) =

abhingig von den Parametern ux,uy € R, ox,0y >0, p € (—1,1).

@ Man kann zeigen, dass die Randverteilungen von (X, Y) dann wieder

(eindimensionale) Normalverteilungen sind, genauer gilt X ~ N(ux,o%) und
Y ~ N(uy, 0%’)
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Beispiel: Zweidimensionale Normalverteilung |ll

Dichtefunktion der mehrdimensionalen Normalverteilung

bx=1Hy=3,0;=4,0,=2,p=05
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Beispiel: Zweidimensionale Normalverteilung Il

@ Sind fx bzw. fy die wie auf Folie 242 definierten Dichtefunktionen zur
N(ux,0%)- bzw. N(py, 03 )-Verteilung, so gilt (genau) im Fall p =0

fx v (x,y) = fx(x) - fv(y) fir alle x,y € R,

also sind X und Y (genau) fiir p = 0 stochastisch unabhingig.

@ Auch fiir p # 0 sind die bedingten Verteilungen von X|Y =y und Y|X = x
wieder Normalverteilungen, es gilt genauer:

po
XY=y ~ N (ux+ Tyx(y—uv),ai(l —pz)>

bzw.
poy 2 2
Y X=x ~ N{py+—(x—px)oy(l-p9)
ox
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Beispiel: Zweidimensionale Normalverteilung 1V

Isohéhenlinien der mehrdimensionalen Normalverteilungsdichte

X
Ux=1 My =3,05=4,0,=2,p=05

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Folie 276



10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Beispiel: Zweidimensionale Normalverteilung V

Dichtefunktion der mehrdimensionalen Normalverteilung

Mx=0,1y=0,05=1,05=1,p=0
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Beispiel: Zweidimensionale Normalverteilung VII

Dichtefunktion der mehrdimensionalen Normalverteilung

My =10, py =10, 0% =4, 05 =4, p=-0.95
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Beispiel: Zweidimensionale Normalverteilung VI

Isohdhenlinien der mehrdimensionalen Normalverteilungsdichte

-3 -2 -1 0 1 2 3

ux=0,uy=0,o§=l,03=1.p=0
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Beispiel: Zweidimensionale Normalverteilung VIII

Isohéhenlinien der mehrdimensionalen Normalverteilungsdichte

16
1

14
1

X
My =10, py =10, 0% =4, 05 =4, p=-0.95
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Erwartungswert von G(X, Y)

Definition 10.7
Es seien (X, Y) eine zweidimensionale Zufallsvariable und G : R? — R eine
B? — B—messbare Abbildung.

o Ist (X,Y) diskreter Zufallsvektor, sind (x;, y;) die Tragerpunkte sowie p(x,y)
die Wahrscheinlichkeitsfunktion von (X, Y') und gilt
Do Zyj |G(xi,¥j)| - pix,v)(xi, yj) < 00, dann existiert der Erwartungswert
E(G(X,Y)) und es gilt

E(G(X, Y)) = Z Z G(Xivyj) : P(X,Y)(X/,yj)-

o Ist (X,Y) stetiger Zufallsvektor mit Dichtefunktion fix,v) und gilt
fj;f fjoos |G(x,y)| - fix,v)(x,y)dydx < co, dann existiert der
Erwartungswert E(G(X, Y)) und es gilt

EG YN = [ [ 600n) fixmbx )y
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AbhangigkeitsmaBe

@ Analog zur deskriptiven Statistik ist man an MaBzahlen fiir die Abhangigkeit
von zwei Zufallsvariablen X und Y iliber demselben Wahrscheinlichkeitsraum
interessiert.

@ Bei stochastischer Unabhangigkeit von X und Y sollten diese MaBzahlen
naheliegenderweise den Wert 0 annehmen.

@ Wie in deskriptiver Statistik: MaB fiir lineare Abhangigkeit von X und Y
vordergriindig:

Definition 10.8 (Kovarianz)

Es sei (X, Y) ein zweidimensionaler Zufallsvektor. Den Erwartungswert
oxy = Cov(X,Y):=E[(X —E(X)): (Y —E(Y))]

nennt man (im Falle der Existenz) Kovarianz zwischen X und Y.

o Eine dem Varianzzerlegungssatz dhnliche Rechenvorschrift zeigt man auch
leicht fiir die Berechnung der Kovarianz:
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@ Beispiel 1: G(X,Y)=a-X+b-Y +cfirab,ceR
Wegen der Linearitdt von Summenbildung und Integration gilt stets:
E(a-X+b-Y+c)=a-E(X)+b-E(Y)+c
o Beispiel 2: G(X,Y)=X-Y
Hier gilt im allgemeinen nicht E(X - Y) = E(X) - E(Y)!
Sind X und Y allerdings stochastisch unabhangig, so gilt
» im diskreten Fall wegen pix vy(x,y) = px(x) - py(y) insgesamt

E(X-Y) = ZZX,‘ yi - px(xi) - py(y;)

Xi Y

= ZX,"pX(Xi)'Zyj’pY(yj)

10 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

» und im stetigen Fall wegen fix v)(x,y) = fx(x) - fy(y) insgesamt

E(X-Y) /j;o /::)x -y - x(x) - fy(y)dydx

+o0 +oo
=/ X~fx(X)dX~/ y - fr(y)dy ,

womit man in diesem Fall speziell E(X - Y) = E(X) - E(Y) erhilt.
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Rechenregeln fiir Kovarianzen

Satz 10.1 (Kovarianzzerlegungssatz)

Ist (X, Y) ein zweidimensionaler Zufallsvektor, so gilt (im Fall der Existenz der
beteiligten Erwartungswerte)

Cov(X,Y) = E(X - Y) — E(X) - E(Y)

Sind X, Y und Z Zufallsvariablen (iiber demselben Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P)) und a, b € R, so gelten auBerdem die folgenden Rechenregeln:

@ Cov(aX,bY) =abCov(X,Y)

@ Cov(X +a, Y+ b)=Cov(X,Y)
(Translationsinvarianz)

@ Cov(X,Y) = Cov(Y,X)
(Symmetrie)

@ Cov(X+Z,Y)=Cov(X,Y)+ Cov(Z,Y)

@ Cov(X, X) = Var(X)

@ X, Y stochastisch unabhéngig = Cov(X,Y) =0
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o Die erreichbaren Werte der GroBe Cov(X, Y) hdngen nicht nur von der Stérke
der linearen Abhéngigkeit ab, sondern (wie insbesondere aus Rechenregel 1
von Folie 284 ersichtlich) auch von der Streuung von X bzw. Y.

@ Wie in deskriptiver Statistik: Alternatives AbhangigkeitsmaB mit normiertem
Wertebereich", welches invariant gegeniiber Skalierung von X bzw. Y ist.

@ Hierzu Standardisierung der Kovarianz iiber Division durch
Standardabweichungen von X und Y (falls mdglich!):

Definition 10.9

Es sei (X, Y) ein zweidimensionaler Zufallsvektor mit Var(X) = 0% > 0 und
Var(Y) = 0% > 0. Man nennt

X, Y
pxy = Korr(X,Y) = LA Cov(X, V)

ox -0y  +4/Var(X) - Var(Y)

den Korrelationskoeffizienten (nach Bravais-Pearson) zwischen X und Y.
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Zusammenhang Unkorreliertheit und Unabhangigkeit

o Offensichtlich gilt stets (falls die Kovarianz existiert):
X, Y stochastisch unabhangig = X, Y unkorreliert

@ Die Umkehrung ist allerdings im allgemeinen falsch, es gilt auBer in
speziellen Ausnahmefillen:

X, Y unkorreliert % X, Y stochastisch unabhingig
@ Einer dieser Ausnahmefille ist die bivariate Normalverteilung:
Ist der Zufallsvektor (X, Y) zweidimensional normalverteilt, so gilt in dieser

Situation nimlich Korr(X, Y) = p und damit (siehe Folie 274):

X, Y unkorreliert < X, Y stochastisch unabhiangig
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Rechenregeln fiir Korrelationskoeffizienten

Sind X und Y Zufallsvariablen (iiber demselben Wahrscheinlichkeitsraum

(Q,F,P)) mit Var(X) > 0,Var(Y) > 0 und a,b € R, so gilt:
Korr(X,Y) fallsa-b>0

—Korr(X,Y) fallsa-b<0

Korr(X + a, Y + b) = Korr(X, Y)

(Translationsinvarianz)

Korr(X, Y) = Korr(Y, X)

(Symmetrie)

—1<Korr(X,Y)<1

Korr(X,X) =1

o Korr(X,Y)= 1

Korr(X,Y)= -1

@ X, Y stochastisch unabhéngig = Korr(X,Y) =0

Zufallsvariablen X, Y mit Cov(X,Y) =0 (!) heiBen unkorreliert.

Q Korr(aX, bY) = {

00 o o

. a>0
}genau dann, wenn Y_aX+bm|t{ 2<0
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Varianzen von Summen zweier Zufallsvariablen

@ Durch Verkniipfung verschiedener Rechenregeln aus Folie 284 lasst sich leicht
zeigen, dass stets

Var(X + Y) = Var(X) + 2 Cov(X, Y) + Var(Y)
bzw. fiir a, b, c € R allgemeiner stets
Var(aX + bY + ¢) = a® Var(X) + 2ab Cov(X, Y) + b Var(Y)

gilt.
@ Nur fiir unkorrelierte (also insbesondere auch fiir stochastisch unabhingige)
Zufallsvariablen X und Y gilt offensichtlich spezieller

Var(aX + bY + ¢) = a*Var(X) + b* Var(Y) .

Dies kann fiir mehr als zwei Zufallsvariablen weiter verallgemeinert werden.
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Momente hoherdimensionaler Zufallsvektoren

Definition 10.10

Seien n € N und X = (X1, ...,X,)" ein n-dimensionaler Zufallsvektor. Dann heiBt
der n-dimensionale Vektor

E(X1)
E(X) := [E(X1),...,E(X))] = :
E(Xn)
Erwartungswertvektor von X und die n x n-Matrix
V(X) := E [(X — E(X)) - (X = E(X))']
E[(X1 —E(X1)) - (X2 —E(X))] -+ E[(X1 — E(X1)) - (Xn — E(XR))]
E[(Xn — E(Xn)) - (X2 —E(X1))] -+ E[(Xn — E(X)) - (Xn — E(X5))]
(Varianz-)Kovarianzmatrix von X.
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e Ein n-dimensionaler Zufallsvektor X = (X,..., X,)" bzw. die n
eindimensionalen Zufallsvariablen Xi, ..., X, heiBen unkorreliert, wenn V(X)

eine Diagonalmatrix ist, also héchstens die Diagonaleintrage von 0
verschieden sind.

o Es gilt in Verallgemeinerung von Folie 287 (bei Existenz der Momente):
Xi, ..., X, stochastisch unabhdngig = Xi,..., X, unkorreliert ,

die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht!

@ Dass stochastische Unabhangigkeit eine stirkere Eigenschaft ist als
Unkorreliertheit, zeigt auch der folgende Satz:

Satz 10.2

Seien fiir n € N stochastisch unabhangige Zufallsvariablen Xy, ..., X, iiber einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) sowie B — B—messbare
Funktionen G; : R — R fiir i € {1,...,n} gegeben.

Dann sind auch die Zufallsvariablen Gi(X1), ..., G(X,) stochastisch unabhéngig.
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Es gilt V(X)
Cov(X1, X1) Cov(Xy, X3) - Cov(X1, Xn—1) Cov(X1, Xp)
COV()<27 Xl) COV(X2, Xz) s COV(X27 X,,,l) COV()<27 X,,)
Cov(Xy-1,X1) Cov(Xp—1,X2) -+ Cov(Xy—1,Xn-1) Cov(Xn—1,Xp)
Cov(X,, X1) Cov(X,, X2) -+ Cov(Xp, Xn—1) Cov (X, X»)
Var(X1) Cov(X1,Xa) -+ Cov(Xy,X,—1)  Cov(Xi, X,)
COV()<27 Xl) Var(Xz) COV(Xg, X,,,l) COV(XQ, Xn)
Cov(Xy-1,X1) Cov(Xp—1,X2) --- Var(X,-1) Cov(Xp—1,Xn)
Cov(X,, X1) Cov(X,, X2) -+ Cov(Xp, Xp—1) Var(X,)

@ Der Eintrag vj; der i-ten Zeile und j-ten Spalte von V(X) ist also gegeben
durch Cov(X;, X;).

e V(X) ist wegen Cov(X;, Xj) = Cov(X;, X;) offensichtlich symmetrisch.

@ Fir n =1 erhdlt man die ,klassische" Definition der Varianz, das heiBt die
Matrix V(X) wird als 1 x 1-Matrix skalar und stimmt mit Var(X;) iiberein.
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Momente von Summen von Zufallsvariablen

@ RegelméBig ist man fiir n € N an der Verteilung bzw. an MaBzahlen der
Summe 27:1 X;i = X1+ -+ X, oder einer gewichteten Summe

ZW,”X,':Wl'XlJr”'JrWn'Xn (wa,...,w, €R)
i=1

von n Zufallsvariablen Xi, ..., X, interessiert.

@ In Verallgemeinerung von Folie 282 zeigt man fiir den Erwartungswert leicht

E (i X,) = i E(X,) bzw. E (i w; - X,) = i wi - E(X,) .

o Insbesondere gilt fiir das (arithmetische) Mittel aus Xi,..., X,

e (23] <1 3en.
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@ In Verallgemeinerung von Folie 288 erhilt man fiir die Varianz weiter

Var (i: Xf) = Xn:zn:Cov(X,-,Xj) = zn:Var(Xi) + Z Cov(X;, X;)

i=1 j=1 ijef{1,...,n}
i)
n n—1 n
= > Var(X;)+2> > Cov(X;, X))
i=1 i=1 j=i+1
bzw.
Var <Z w; - X,-) = ZZ w; - w; - Cov(Xj, Xj)
i=1 i=1 j=1
= Z w? - Var(X;) + Z w; - w; - Cov(Xi, X;)
i=1 ije{1,...,n}
i#j
n n—1 n
= Z w? - Var(X;) + 2 Z Z w; - wj - Cov(Xj, X)) .
i=1 i=1 j=i+1
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Summen von Zufallsvariablen spezieller Verteilungen

@ Sind die Zufallsvariablen Xi, ..., X, nicht nur unkorreliert, sondern sogar
unabhingig, dann sind einige der erlduterten Verteilungsfamilien
~abgeschlossen” gegeniiber Summenbildungen.

@ Besitzen dariiberhinaus alle n Zufallsvariablen Xi, ..., X, exakt dieselbe
Verteilung, spricht man von unabhingig identisch verteilten Zufallsvariablen
gemaB folgender Definition:

Definition 11.1 (i.i.d. Zufallsvariablen)
Seien fiir n € N Zufallsvariablen X1, ..., X, liber einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) gegeben mit

@ Qx :=Px, =Px,=---= Px,

@ Xi,..., X, stochastisch unabhangig.
Dann heiBen die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhangig identisch verteilt
(independent and identically distributed) gemiB Qx, in Zeichen: X; iLd- Qx

oder X; "X Qx fiiri € {1,...,n}.

v
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@ Sind X, ..., X, unkorreliert, so vereinfacht sich die Varianz der Summe
wegen Cov(X;, Xj) = 0 fiir i # j offensichtlich zu

Var <2”: X,-) = Xn:Var(X,-)
i=1 i=1
bzw. . .
Var (Z w; - X,-) = Z w? - Var(X;) .
i=1 i=1

@ Fasst man die Zufallsvariablen Xi, ..., X, im n-dimensionalen Zufallsvektor
X =(Xi,...,X,)" und die Gewichte wy, ..., w, im Vektor
w = (wq,...,w,) € R” zusammen, so lassen sich die Ergebnisse kiirzer
darstellen als

E (Z w; - X,-) =w’ E(X) bzw. Var (Z w; - X;) =w V(X)w .
i=1 i=1
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Satz 11.1 (Summen spezieller Zufallsvariablen)
Seien n € N, Xi, ..., X, stochastisch unabhingige Zufallsvariablen und

Y::X1+~~-+X,,:§n:X,-.
i=1

Gilt fiir i € {1,..., n} weiterhin

Q@ Xi ~ B(1,p) fiir ein p € (0,1), also insgesamt X; i B(1, p), so gilt
Y ~ B(n, p) (vgl. Folie 232),

Q@ X; ~ B(n;,p) fiir nj € N und ein p € (0,1), so gilt Y ~ B(N, p) mit
N:i=n+-+n,=>"1n,

@ X; ~ Pois(\;) fiir \j € Ry, so gilt Y ~ Pois(\) mit
A=A+ A=D1\,

Q X; ~ N(uj,0?) fiir u; € R und 0 > 0, so gilt Y ~ N(u,0?) mit
p=pte =30 pwiund o® =oi 4+ op =30, 07,

@ X; ~ N(u,0?) fiir ein u € R und ein 0 > 0, also insgesamt X; st N(u, 0?),
so gilt fiir X := 1 (Xy 4+ -+ X,) = 2 Y-, X; insbesondere X ~ N(, "72)
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Der zentrale Grenzwertsatz

@ Die Verteilung von Summen (insbesondere) unabhingig identisch verteilter
Zufallsvariablen weist ein spezielles Grenzverhalten auf, wenn die Anzahl der
summierten Zufallsvariablen wachst.

@ Dieses Grenzverhalten ist wesentlicher Grund fiir groBes Anwendungspotenzial
der (Standard-)Normalverteilung.

@ Betrachte im Folgenden fiir i € N unabhangig identisch verteilte
Zufallsvariablen X; mit E(X;) = ux € R und Var(X;) = 0% > 0.

@ Gilt n — oo fiir die Anzahl n der summierten Zufallsvariablen X;, gilt fiir die
Summen Y, := >_7_, X; offensichtlich Var(Y,) = n- 0% — oo und fiir
ux 7 0 auch E(Y,) = n- ux — £o0, eine Untersuchung der Verteilung von
Y, fiir n — oo ist also schwierig.

@ Stattdessen: Betrachtung der standardisierten Zufallsvariablen

Yo E(Yn) _ (X1 Xi) — npx _ (520 Xi) —
" Var(Y,) ox+/n X
mit E(Z,) = 0 und Var(Z,) =1 fiir alle n € N.

o GemaB folgendem Satz ,konvergiert" die Verteilung der Z, fiir n — oo gegen
eine Standardnormalverteilung:

Mx\/ﬁ
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Das schwache Gesetz der groBen Zahlen

@ Eine direkte Folge von Satz 11.2 ist zum Beispiel das folgende Resultat:

Satz 11.3 (Schwaches Gesetz der groBen Zahlen)

Es seien X; fiir i € N unabhangig identisch verteilte Zufallsvariablen mit
E(Xi) = ux € R. Dann gilt:

. 1 <«
= (27)

@ Das schwache Gesetz der groBen Zahlen besagt also, dass die
Wahrscheinlichkeit, mit der ein Mittelwert von n i.i.d. Zufallsvariablen
betragsmaBig um mehr als eine vorgegebene (kleine) Konstante € > 0 vom
Erwartungswert der Zufallsvariablen abweicht, fiir n — oo gegen Null geht.

@ Insbesondere , konvergiert” also die Folge der beobachteten relativen
Haufigkeiten der Erfolge bei unabhangiger wiederholter Durchfiihrung eines
Bernoulli-Experiments gegen die Erfolgswahrscheinlichkeit p.

@ Letztendlich ist dies auch eine Rechtfertigung fiir den hdufigkeitsbasierten
Wabhrscheinlichkeitsbegriff!
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Satz 11.2 (Zentraler Grenzwertsatz)

Es seien X; fiir i € N unabhingig identisch verteilte Zufallsvariablen mit
E(Xi) = ux € R und Var(X;) = 0% > 0. Fiir n € N seien die Summen
Y, := >, Xi bzw. die standardisierten Summen bzw. Mittelwerte

7 .- Yo — E(Ya) _ (2oiey Xi) — nux _ (32 %) — “Xﬁ
" Var(Y,) oxv/n ox
von Xi,...,X, definiert.

Dann gilt fiir die Verteilungsfunktionen Fz, der Zufallsvariablen Z,

lim Fz(z) = Fno,)(2) = ®(2) firallez e R,

n— o0

man sagt auch, die Folge Z, von Zufallsvariablen konvergiere in Verteilung gegen
die Standardnormalverteilung, in Zeichen Z, "3 N(0,1).

@ Mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes lassen sich insbesondere

> weitere (schwéchere oder speziellere) Grenzwertsitze zeigen,
> Wahrscheinlichkeiten von Summen von i.i.d. Zufallsvariablen ndherungsweise
mit Hilfe der Standardnormalverteilung auswerten.
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Veranschaulichung ,,Schwaches Gesetz der groBen Zahlen”
(relative Hiufigkeit des Auftretens der Zahl 6 beim Wiirfeln)

rel. Haufigkeit

0.05
|

0.00
1

0 5000 10000 15000 20000
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Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace

o Erinnerung: (siehe Satz 11.1, Folie 296)
Summen i.i.d. bernoulliverteilter Zufallsvariablen sind binomialverteilt.

@ Die Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes 11.2 auf binomialverteilte
Zufallsvariablen als Summen i.i.d. bernoulliverteilter Zufallsvariablen fiihrt zur
(zumindest historisch wichtigen und beliebten) Niherung von
Binomialverteilungen durch Normalverteilungen.

@ Resultat ist auch als eigenstandiger Grenzwertsatz bekannt:

Satz 11.4 (Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace)

Fiir n € N und p € (0,1) sei Y, ~ B(n,p). Dann konvergieren die standardisierten

Zufallsvariablen
Y, — np

np(1 — p)
in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung, es gilt also

lim Fz(z) = Fne,1)(z) = ®(z) firallezeR .

n— o0

v
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Beispiele |

zur Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes

Fiir Y, ~ B(n, p) erhilt man (mit E(Y,) = np und Var(Y,) = np(1 — p))
beispielsweise die Ndherung

z—np
P{Yn < z} = Fv,(2) = Fn(op.np1—p))(2) = @ <>

vnp(1—p)

oder gleichbedeutend

P(Yo<zy = pl Yoo o 2o {_ply o 2
Vnp(1—p) ~ \/np(1—p) np(1—p)
z—np z—np
~ Py | e | =0 |
np(1 — p) np(1 — p)
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Anwendung der Grenzwertsatze fiir Naherungen

o Grenzwertsatze treffen nur Aussagen fiir n — ooc.

@ In praktischen Anwendungen wird verwendet, dass diese Aussagen fiir
endliche, aber hinreichend groBe n, schon ,ndherungsweise” gelten.

o Eine haufige verwendete ,Faustregel” zur Anwendung des Grenzwertsatzes
von de Moivre-Laplace ist zum Beispiel np(1 — p) > 9.

° (Aquivalente!) Anwendungsmoglichkeit der Grenzwertsatze fiir endliches n:
Verwendung

» der N(npx, nok)-Verteilung fiir Y, := ZX,— oder

i=1
2 n
> der N (MXa J—X>—Vertei|ung fiir X, := EY,, = 1 ZX; oder
n n n
i=1
Yo — npx :Yn—uxﬁ

O'X\/E (0'¢
mit ux = E(X;) und 0% = Var(X;) statt der jeweiligen exakten Verteilung.

» der Standardnormalverteilung fiir Z, :=

e Gilt X; iid N(,ux,af(), stimmen die ,N3dherungen" sogar mit den exakten
Verteilungen iiberein (siehe Folie 296)!
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Beispiele Il

zur Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes

Gilt Y ~ B(5000,0.2), so erhdlt man fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Y Werte
> 1000 und < 1050 annimmt, ndherungsweise

P{1000 < Y < 1050}

Fy(1050) — Fy(1000)

® 1050—5000.0.2 _¢ 1000—5000-0.2
5000-0.2-(1—0.2) 5000-0.2-(1—0.2)

= ®(1.77) — d(0) = 0.9616 — 0.5 = 0.4616

Q

(Exakte Wahrscheinlichkeit: 0.4538)
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Beispiele Il

zur Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes

Seien X; '~ Pois(5) fiir i € {1,...,100} (es gilt also E(X;) =5 und
Var(X;) =5), sei Y := Z}i‘; Xi. Dann gilt fiir das untere Quartil yp 25 von Y

_ !
Fy(y0.25) = Fn(1005,1005)(Y0.25) = ® (%) =0.25

und unter Verwendung von ®(z) = 1 — ®(—z) bzw. ®(—z) = 1 — d(z) weiter

® (%) L 1-025=075 = 0= _¢-1(0.75)~ 0.675

= Yo25 ~ 500—0.675-+v500 = 484.9065

(exaktes unteres Quartil unter Verwendung von Y ~ Pois(500): yp.05 = 485)
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Veranschaulichung des zentralen Grenzwertsatzes

an der Dichtefunktion standardisierter Summen von Exponentialverteilungen mit A = 2

— N(0,1)
— n=3
n=5

0.4

f(z)

-4 -2 0 2 4
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Veranschaulichung des zentralen Grenzwertsatzes

an der Verteilungsfunktion standardisierter Binomialverteilungen B(n, p) mit p = 0.3

1.0

N

F@)
A

A

— — N(©O.1)
— n=10
n=100
o —_— —
S n=500
T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
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Veranschaulichung des zentralen Grenzwertsatzes

an der Dichtefunktion standardisierter Summen von Unif (20, 50)-Verteilungen

— N(0,1)
— n=3
< n=5
c 7 — n=10
o™
.
—_
=
= o
[=}
- _|
=}
o ]
[}
T T T T T
-4 -2 0 2 4
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