4 Zweidimensionale Daten 4 Zweidimensionale Daten

Inhaltsverzeichnis Auswertungsmethoden fiir mehrdimensionale Daten |
(Ausschnitt)

@ Werden zu einer statistischen Masse mehrere Merkmale erhoben, so kénnen
diese natirlich individuell mit den Methoden fiir einzelne Merkmale

. . ausgewertet werden.
@ Zweidimensionale Daten &

e Haiufigkeitsverteilungen unklassierter Daten @ Eine Menge von Kennzahlen in den Spalten kann zum Beispiel gegen eine

o Hiufigkeitsverteilungen klassierter Daten Menge von Merkmalen in den Zeilen tabelliert werden:

° Bedlpgt.e Héuflgkeltsvertellungen und Unabhangigkeit SVWDE E g = — s TOA S Rt

@ AbhangigkeitsmaBe Preise 17.610  28.040 35.040 27.967 4.974 8.015 —0.383 1.932
log-Preise 2.868 3.334 3582 3314 0.189 0.286 —0.618 2.258
Renditen —0.078 —0.001  0.148  0.002 0.030 0.034 0.672  5.941
log-Renditen | —0.081 —0.001  0.138  0.001 0.029 0.034 0.484  5.396

o Liegen die Merkmalswerte jeweils in dhnlichen Wertebereichen, ist auch ein
Box-Plot verschiedener Merkmale niitzlich.
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4 Zweidimensionale Daten 4 Zweidimensionale Daten Haufigkei il klassierter Daten 4.1
Auswertungsmethoden fiir mehrdimensionale Daten I Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten |

@ Im Folgenden wird angenommen, dass den Merkmalstragern zu zwei
Merkmalen X und Y Merkmalswerte zugeordnet werden, also ein

@ Isolierte Betrachtung der einzelnen Merkmale kann allerdings Abhangigkeiten zweidimensionales Merkmal (X, Y) vorliegt.

zwischen mehreren Merkmalen nicht erkennbar machen!
@ Analog zum eindimensionalen Fall geht man davon aus, auch vor der

Erhebung schon Mengen M; bzw. M, angeben zu kdnnen, die alle
vorstellbaren Merkmalswerte des Merkmals X bzw. Y enthalten.

@ Zur Untersuchung von Abhangigkeiten mehrerer Merkmale ,simultane’
Betrachtung der Merkmale erforderlich.

@ Gemeinsame Betrachtung von mehr als 2 Merkmalen allerdings technisch

o @ Die Urliste der Lange n (zur statistischen Masse der Méachtigkeit n) besteht
schwierig.

nun aus den n Paaren
~~ Spezielle Methoden fiir zweidimensionale Daten (2 Merkmale simultan)

(Xlayl)v (X27}/2)7 R (Xnvyn)

mit x,, € My und y,, € My bzw. (Xm, ym) € My x M fir m € {1,..., n}.
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4 Zweidimensionale Daten Haufigl eilungen unk ierter Daten 4.1

Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten Il

o Unverzichtbare Eigenschaft der Urliste ist, dass die Paare von
Merkmalswerten jeweils demselben Merkmalstrager zuzuordnen sind!

@ Wie im eindimensionalen Fall wird der Merkmalsraum zu X mit
A={a1,...,ak} bezeichnet, dariiberhinaus der Merkmalsraum zu Y mit
B ={by,...,b}.

e Es muss nicht jede der k - | Kombinationen (a;, b;) in der Urliste auftreten!

o Geeignetes Mittel zur Aggregation der Merkmalswerte, wenn sowohl kK = #A
als auch | = #B ,klein” sind: Haufigkeitsverteilungen

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung (SS 2020) Folie 101
4 Zweidimensionale Daten Haufigl ierter Daten 4.1
Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten [V
ko1 koo
o Natiirlich gilt auch hier ZZ h(aj, bj) = n und ZZ r(aj, bj) = 1.
i=1 j=1 i=1 j=1
o Tabellarische Darstellung zweidimensionaler Haufigkeitsverteilungen in
Kontingenztabellen:
X\Y | by by -+ b
a hin hio -+ hy
a hoy hn - hy
ak haa hee -+ hy
o Statt absoluter Haufigkeiten hj; hier auch relative Haufigkeiten r; iiblich.
Folie 103
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Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten Il|

@ Zur Erstellung einer Haufigkeitsverteilung: Zahlen, wie oft jede Kombination
(ai, bj) der Merkmalsauspragung a; von X und bj von Y, i € {1,..., k},
J€{1,...,1}, in der Urliste (x1,)1), ..., (Xn, ¥n) vorkommt.

> Die absoluten Haufigkeiten h;j := h(aj, b;) geben fiir die Kombination
(ai, b)), i€ {1,...,k}, j€{1,...,1}, die (absolute) Anzahl der Eintrige der
Urliste mit der Ausprigung (a;, b;) an, in Zeichen

h,’j = h(a,—, bj) = #{m S {17 ey n} ‘ (Xm,ym) = (a,-, bj)} .

> Die relativen Héufigkeiten rj :== r(a;, b;) geben fiir die Kombination (a;, b;),
ie{l,...,k}, je{1,...,1}, den (relativen) Anteil der Eintrige der Urliste
mit der Auspragung (aj, bj) an der gesamten Urliste an, in Zeichen

h(aivbj) — #{m € {17"'5,7} | (vaym) = (aivbj)} )

rij := r(ai, bj) ==
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ierter Daten 4.1

4 Zweidimensionale Daten

Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten V

@ Zu den absoluten Haufigkeiten hj; und relativen Haufigkeiten r; definiert man
die absoluten Randhéufigkeiten

/ k
hio:=> hyfirie{l,....k} und  hj:=> h;firje{l,... I}
j=1 i=1
sowie die relativen Randhaufigkeiten
I k
r,-.::Zr,-jﬂjrie{l,...,k} und r.j::Zr,-jﬂjrjE{l,...,/}.
j=1

i=1

o Diese Randhiufigkeiten stimmen offensichtlich (1) mit den (eindimensionalen)
individuellen Haufigkeitsverteilungen der Merkmale X bzw. Y iiberein.
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4 Zweidimensionale Daten Haufigkei eilungen

Haufigkeitsverteilungen zweidimensionaler Daten VI

o Kontingenztabellen werden oft durch die Randhaufigkeiten, die sich dann als
Zeilen- bzw. Spaltensummen ergeben, in der Form

ierter Daten 4.1

X\Y by by by h;.
al h11 h12 h1/ hl.
ap ho1 h ha | ha.
ax her o ha | b
h<j h.1 h.2 hA/ n

oder

X\Y | b by b, ri.
al rni r2 ry r.
az r21 r2 r2y r2.
ak 1 re2 Ml | ke
rj ri r.o r. 1

erganzt.

@ Zur besseren Abgrenzung von Randhaufigkeiten nennt man h; bzw. r; oft

auch gemeinsame absolute bzw. relative Haufigkeiten.
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Haufig

ierter Daten 4.1

@ Zur Visualisierung zweidimensionaler Daten mit (iiberwiegend) paarweise
verschiedenen Ausprigungen (z.B. bei zwei stetigen Merkmalen):

Streudiagramm bzw. Scatter-Plot

Durchschnittslohn vs. Bevélkerungswachstum nach Bundeslandern 2009
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4 Zweidimensionale Daten Haufigkei eilungen

ierter Daten 4.1

Beispiel (Kontingenztabelle)

o Merkmal X: Mathematiknote,

Merkmal Y: Physiknote,

Urliste zum zweidimensionalen Merkmal (X, Y):
(2,2),(2,3), (3,3), (5,3), (2,3), (5,4), (5, ),( :
(1,3), (4,4), (2,3), (4,4), (3,4). (4,2), (5,4
(4.3), (L), (2.1), (2.2), (L.1), (2.3), (5.4),

e Kontingenztabelle (mit Randhiufigkeiten)

X\Y[1 2 3 4 5]
1 |2 1 1 0 0 4
2 |13 7 0 0|11
3 /00 1 1 0/ 2
4 |0 2 1 4 0] 7
5 [0 0 1 4 1] 6
h; |3 6 11 9 1|30
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ierter Daten 4.1

Tagesrenditen (2008) verschiedener DAX-Papiere
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@ Bei mehr als zwei Merkmalen: Paarweise Streudiagramme iiblich.
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4 Zweidimensionale Daten Hiufigkeitsverteilungen klassierter Daten 4.2

Klassierung mehrdimensionaler Daten

@ Analog zu eindimensionalen Daten:
Haufigkeitstabellen schlecht geeignet fiir Merkmale mit ,vielen" verschiedenen
Auspragungen, also insbesondere stetige Merkmale.

@ Genauso wie bei eindimensionalen Daten moglich: Klassierung

o Kilassierung fiir mehrdimensionale Daten wird hier nicht mehr im Detail
ausgefiihrt

@ Allgemeine ,Anleitungen” fiir Klassierungen mehrdimensionaler Daten:

» Oft werden nicht alle Merkmale klassiert, sondern nur einzelne.

> Klassierung erfolgt individuell fiir jedes zu klassierende Merkmal.

» Anwendung von Verfahren fiir nominalskalierte und ordinalskalierte Merkmale
klar.

> Bei Verfahren fiir kardinalskalierte Daten: Annahme gleichm&Biger Verteilung
der Merkmalswerte auf Klassen, ggf. Klassenmitte als Niherung fiir die
Merkmalsauspragungen (wie bisher!)
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4 Zweidimensionale Daten Bedingte Hufighei " T ——

Bedingte Haufigkeitsverteilungen |l

o Fiir festes j € {1,...,/} entsprechen die bedingten relativen Haufigkeiten
r(ai]Y = bj) also den relativen Haufigkeiten von Merkmal X bei
Einschrinkung der statistischen Masse auf die Merkmalstriger, fiir die das
Merkmal Y die Ausprdgung b; annimmt.

@ Umgekehrt enstprechen fiir festes i € {1,..., k} die bedingten relativen
Haufigkeiten r(bj|X = a;) den relativen Haufigkeiten von Merkmal Y bej
Einschrinkung der statistischen Masse auf die Merkmalstréger, fiir die das
Merkmal X die Auspragung a; annimmt.

@ Man nennt die Merkmale X und Y wunabhéingig, wenn diese Einschrankungen
keinen Effekt auf die relativen Haufigkeiten haben, d.h. alle bedingten
relativen Haufigkeiten mit den zugehorigen relativen Randhaufigkeiten
tibereinstimmen.
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4 Zweidimensionale Daten Bedingte Hiufigkei

keit 4.3

Bedingte Haufigkeitsverteilungen |

@ Ziel einer gemeinsamen Betrachtung von mehreren Merkmalen:
Untersuchung von Abhangigkeiten und Zusammenhingen

@ Zentrale Frage: Hangen die jeweils angenommenen Merkmalswerte eines

Merkmals X mit denen eines anderen Merkmals Y zusammen?

@ Untersuchungsméglichkeit auf Grundlage gemeinsamer Haufigkeiten zu den

Merkmalen X mit Merkmalsraum A = {ay,...,ax} und Y mit Merkmalsraum
B = {by,..., b}: Bilden der bedingten relativen Haufigkeiten
hy
> r(a,-|Y = bj) = Fj
hy
> r(bj|X = a) = h—’

fiurie{1,...,k}undje{1,...,/}.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung (SS 2020) Folie 110
4 Zweidimensionale Daten Bedingte Haufi i it 4.3
Beispiel (bedingte Haufigkeitsverteilungen)
@ Von Folie 106: Merkmal X: Mathematiknote, Merkmal Y: Physiknote,
Kontingenztabelle
X\Y |1 2 3 4 5| h;
1 2 1 1 0 0 4
2 1 3 7 0 0] 11
3 0 O 1 1 0 2
4 0 2 1 4 0 7
5 0 O 1 4 1 6
h.j 3 6 11 9 1130
@ Tabelle mit bedingten Hiufigkeitsverteilungen fiir Y|X = a;:
b; 1 2 3 4 5%
rlx=1) 3 & 3 0 0]1
r(bj| X = 2) ﬁ 1—31 % 0 0] 1
r(plx=3)| 0 0o 1 L1 o)1
r(bj| X = 4) 0 % % ; 0] 1
r(jlX=5)| 0 0 ¢ % 2|1
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4 Zweidimensionale Daten Bedingte Hiufigkei i und Unabhangigkeit 4.3

Unabhangigkeit von zwei Merkmalen |

Definition 4.1 (Unabhangigkeit von zwei Merkmalen)
Die Merkmale X mit Merkmalsraum A = {a1,...,ax} und Y mit Merkmalsraum
B = {by,..., b} eines zweidimensionalen Merkmals (X, Y') zu einer Urliste der
Lange n heiBen unabhangig, falls
hi 1 h;
r(ailY = bj) = Friaii r(ai)
bzw. (gleichbedeutend)
hij 1 h;
r(biX =) = 2L L 2 — 1(ty)
firallei € {1,....k} und j € {1,...,1} gilt.
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

AbhangigkeitsmaBe

@ Je nach Skalierungsniveau der Merkmale X und Y konnen verschiedene
Verfahren zur Messung der Abh&ngigkeit verwendet werden, das niedrigste
Skalierungsniveau (nominal < ordinal < kardinal) ist dabei fiir die
Einschrankung der geeigneten Verfahren maBgeblich:

» Verfahren fiir ordinalskalierte Merkmale kénnen nur dann eingesetzt werden,
wenn beide Merkmale X und Y mindestens ordinalskaliert sind.

» Verfahren fiir kardinalskalierte Merkmale kdnnen nur dann eingesetzt werden,
wenn beide Merkmale X und Y kardinalskaliert sind.

@ Trotz unterschiedlicher Wertebereiche der AbhangigkeitsmaBe besteht die
Gemeinsamkeit, dass die Abhangigkeit von X und Y stets mit dem Wert 0
gemessen wird, falls X und Y unabhingig gemaB Definition 4.1 sind.

o Vorsicht beim Ableiten von Kausalititsbeziehungen (Wirkungsrichtungen) aus
entdeckten Abhingigkeiten!
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4 Zweidimensionale Daten Bedingte Hiufigkei i und Unabhingigkeit 4.3

Unabhangigkeit von zwei Merkmalen Il

@ Die Bedingungen in Definition 4.1 sind offensichtlich genau dann erfiillt,
it h.j

wenn hjj = bzw. rj =r;. - rjfuralle i e {1,...,k} und j € {1,...,/}

n
gilt, die gemeinsamen relativen Haufigkeiten sich also als Produkt der
relativen Randhaufigkeiten ergeben.

@ Unabhangigkeit im Sinne von Definition 4.1 ist eher ein idealtypisches
Konzept und in der Praxis kaum erfiillt.

@ Interessant sind daher MaBe, die vorhandene Abh&ngigkeiten zwischen zwei
Merkmalen ndher quantifizieren.
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Kardinalskalierte Merkmale

Definition 4.2 (emp. Kovarianz, Pearsonscher Korrelationskoeffizient)

Gegeben sei das zweidimensionale Merkmal (X, Y') mit der Urliste

(x1,¥1) -« - (Xn, ¥n) der Linge n, X und Y seien kardinalskaliert. Mit

x =131 X bzw.y =137 | y; seien wie iiblich die arithmetischen Mittelwerte
von X bzw. Y bezeichnet, mit

s = XLl —%? baw sy = LTI - 7P

die jeweiligen empirischen Standardabweichungen. Dann heilen
1 ¢ _ _
® sx,y = ;(x,- = X)(yi =)

die empirische Kovarianz von X und Y und
Xy >ia(xi —X)(yi —¥)
S U = KB = T

der (Bravais-)Pearsonsche Korrelationskoeffizient von X und Y.

(] rx,y :=
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Bemerkungen |

@ sx y kann meist einfacher gemiB sx y = Xy — X -y mit

Xy = %Zx,--y,-
i—1

berechnet werden.

o Bei Vorliegen der Haufigkeitsverteilung kann Xy einfacher gemal

1k ko1
W:EZ ibj'hUZZZa;bj~rU

i=1 j=1

HM\

berechnet werden (X und ¥ werden zur Berechnung von sx y dann
zweckmaBigerweise ebenfalls mit Hilfe der Hiufigkeitsverteilungen berechnet,
siehe dazu Folie 67).

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung (SS 2020) Folie 117

4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Beispiel: Pearsonscher Korrelationskoeffizient
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Bemerkungen |l

o Esgilt stets —1 < rxy <1.
@ rx,y misst lineare Zusammenhange, spezieller gilt

> rx,y > 0 bei positiver ,Steigung” (,X und Y sind positiv korreliert"),
> rx,v < 0 bei negativer ,Steigung” (,X und Y sind negativ korreliert"),
|rx,v| = 1, falls alle (x;, yi) auf einer Geraden (mit Steigung # 0) liegen.

@ rx.y ist nur definiert, wenn X und Y jeweils mindestens zwei verschiedene
Merkmalsauspragungen besitzen.
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) ordinalskalierte Merkmale |

@ Messen linearer Zusammenhénge bei Ordinalskala nicht (mehr) moglich,
stattdessen: Messen monotoner Zusammenhange.

@ Hierzu fiir X und Y erforderlich: Bilden der Range der Merkmalswerte
(gem3B der vorgegebenen Ordnung).

@ Aus den Merkmalen X und Y mit Merkmalswerten xi,...,x, bzw. y1,..., v,
werden dabei neue Merkmale rg(X) und rg(Y) mit Merkmalswerten

rg(X)1, ..., rg(X)n bzw. rg(Y)1, ..., rg(Y)n.
o Bilden der Range wird exemplarisch fiir Merkmal X beschrieben
(Bilden der Ringe fiir Y ganz analog).
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) ordinalskalierte Merkmale 1l

@ Einfacher Fall: Alle n Merkmalswerte sind verschieden.
~> Rénge von 1 bis n werden den Merkmalswerten nach der Position in der
gemaB der vorgegebenen Ordnung sortierten Urliste zugewiesen:

X(l)O—)].,...,X(n) —=n

@ Komplizierter Fall: Es existieren mehrfach auftretende Merkmalswerte (sog.
Bindungen), d.h. es gilt x; = x; fiir (mindestens) ein Paar (i, ) mit i # j.
~» Prinzipielle Vorgehensweise wie im einfachen Fall, Range
iibereinstimmender Merkmalswerte miissen aber (arithmetisch) gemittelt

werden.
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4 Zweidimensionale Daten AbhzngigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) ordinalskalierte Merkmale IV

#{je{1,...,n} | x;=x;}—1 h(xi)—1
2 2

@ Der zweite (subtrahierte) Term bzw. in
Definition 4.3 dient der Berechnung des arithmetischen Mittels bei Vorliegen
von Bindungen.

o Liegen keine Bindungen vor (sind also alle Merkmalswerte verschieden), ist
der zweite (subtrahierte) Term in Definition 4.3 immer gleich 0.

@ ldee zur Konstruktion eines AbhingigkeitsmaBes fiir (mindestens)
ordinalskalierte zweidimensionale Merkmale (X, Y):

@ Ubergang von X zu rg(X) sowie von Y zu rg(Y)
@ Berechnung des Pearsonschen Korrelationskoeffizienten von rg(X) und rg(Y)
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) ordinalskalierte Merkmale Il

@ ,Berechnungsvorschrift” fiir beide Falle in folgender Definition:

Definition 4.3 (Rang eines Merkmals X, rg(X);)
Gegeben sei ein Merkmal X mit Urliste xq, . .., x,. Dann heiBt fir i € {1,...,n}

#{jE{l,...,n}|Xj:Xi}_1

rg(X),':Z#{_jE{1,...,H}|Xj§Xi}— 2

. ) h(X,') -1
= > h(z) - — 5

n- F(X,') _ h(X,g— 1

der Rang von x;. Die Werte rg(X)1,...,rg(X)n kénnen als Urliste zu einem neuen
Merkmal rg(X) aufgefasst werden.

v
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient |

Definition 4.4 (Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient)

Gegeben sei das zweidimensionale Merkmal (X, Y') mit der Urliste
(x1,%1),---,(Xxn,yn) der Linge n, X und Y seien (mindestens) ordinalskaliert.
Zu X und Y seien die Ringe rg(X) und rg(Y) gemaB Definition 4.3 gegeben.
Dann heiBt

Srg(X),re(Y)

r(S) = r =
X,y = Tg(X),re(Y) Srg(X) * Srg(Y)

der Spearmansche Rangkorrelationskoeffizient von X und Y.

@ Wegen des Zusammenhangs mit dem Pearsonschen Korrelationskoeffizienten
gilt offensichtlich stets

1<), <1,
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient |l

@ Bei der Berechnung von r)((si, kann die Eigenschaft

n+1

ausgenutzt werden.

o Damit gilt fiir r)(f%, stets:

n n 2
() L5 rg(X)i-rg(Y); — &S

'xy =
V[ESiate0002 - 2] 150 gy - 2522

o Nur wenn x; # x; und y; # y; fiir alle i # j gilt (also keine Bindungen
vorliegen), gilt die wesentlich leichter zu berechnende ,Formel*

n 2
(8) g 82 (re(X)i — rg(Y))
XY n-(n?—-1)
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) nominalskalierte Merkmale |

@ Da bei nominalskalierten Merkmalen keine Ordnung vorgegeben ist, kann hier
lediglich die Starke, nicht aber die Richtung der Abhangigkeit zwischen X
und Y gemessen werden.

o Idee zur Konstruktion eines AbhangigkeitsmaBes auf Basis der gemeinsamen
Hiufigkeitstabelle zu (X, Y):

» Bei Unabhéangigkeit der Merkmale X und Y miisste nach Definition 4.1 auf

Folie 113
hi. - h; .. . .
hij = - furalleie{1,...,k},je{1,...,1}
gelten.
> Abweichungen zwischen h; und % konnen also zur Messung der

Abhéingigkeit eingesetzt werden.

@ Hier verwendetes AbhingigkeitsmaB entsteht aus geeigneter
Zusammenfassung und Normierung dieser Abweichungen.
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

Beispiel: Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient

xy=1, T;S,)v: 1 Ix,y =0, ';S,)VZO rx,y==0.93, '&S,l)v:‘l
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4 Zweidimensionale Daten AbhingigkeitsmaBe 4.4

(Mindestens) nominalskalierte Merkmale |

Definition 4.5 (Pearsonscher Kontingenzkoeffizient)

Gegeben sei das zweidimensionale Merkmal (X, Y) zu einer Urliste der Lange n
mit den zugehérigen absoluten gemeinsamen Haufigkeiten h; sowie den
Randhaufigkeiten h;. und h; firie {1,...,k}, je{1,...,/}.

Dann heiBt
Ckorr - min{kvl} . X2
Xy min{k,/} —1 n+x2

mit

h,'.-h,j
1 n

Ko (h,-j_ﬁf-r',h-f)z
=3

i=1 j

korrigierter Pearsonscher Kontingenzkoeffizient der Merkmale X und Y.

o Es gilt stets 0 < Gy < 1.
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